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Algebra A: Szamolas

Osszeadds — kivonas

I/1) Osszeadas
Természetes szamok: 0,1,2,3,... Egész szamok: 0;1;-1;2;-2; ... —80; ... 300; ...
ird le az elsd 6t 0-ra végz8dd természetes szamot:
ird le a harom legnagyobb nem természetes egészet:

I/2) Tablazatban

Toltsuk ki a tablazatokat — soronként: 1. sor, majd 2. sor stb.

Téltsd ki a tiblazatot. gy kezdédik: 5+8 Téltsd ki a tibldzatot. Igy kezddik: 5+5
+ 8 27 11 63 79 96 + 5 13 89 47 77 58
5 5
17 13
43 47
76 58
89 77
97 89

Igy kezd8dik: 159+27 Igy kezdédik: 75+135
+ 127 | 35| 84 | 57| 96 | 79 + | 135 | 268 | 309 | 458 | 539 | 778

159 75

388 137

572 256

696 289

887 348

948 497

I/3) Kivonas
Ha a buszon éten utaznak, majd a megdlloban nyolc ember leszdllnak, akkor a
kovetkez6 megdlldban hany embernek kell felszallni, hogy senki se legyen a buszon?

Otlet: Kivonas el6tt mar régtén tudod, hogy mi lesz a végeredmény eléjele...

Ezek utan amennyiben a kisebbdl a nagyobbat vonjuk ki, akkor a kévetkez6képpen
jarunk el: a nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbet, majd kirakjuk a megfelel6 el6jelet.
pl: 23-55 = —32 helyett a kovetkez6t végezzik el: 55-23 = 32, igy 23-55 =-32

Ha nagyobbat vonunk ki, rogtéon mondjuk ,,minusz” és ,harminckett6”

80-27 = 45-59 = 0-35 = 18-74 =
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Egy kis elmélet:

Melyik az a szam, amit 36-hoz kell adni, hogy 70-et kapjunk?

Melyik az a szam, amelyet 30-hoz kell adni, hogy 78-at kapjuk.

Mennyi 78 — 307
»A 78 — 30 az a szam, amit 30-hoz kell adni, hogy 78-at kapjunk, vagyis a 48.”

Mennyi 40-24?

»40 —24 az a szam, amit 24-hez kell adni, hogy 40 legyen, ez pedig a 16.”

Ha fejben szamolunk, akkor valéjaban igy gondolkodunk: 40—24-et megvizsgaljuk
ugy, hogy mennyit kell a 24-hez adni, hogy 40 legyen...

Szamold ki fejben a kdvetkez6ket:
78-37 = 100-80 = 35-21-= 43-27 =

Monddka: 12-7 az a szam, melyet a 7-hez kell adni, hogy 12 legyen, ez pedig az 5.

»a minusz bé az a szam, amit béhez kell adni, hogy at kapjunk”
a-b=c, mertb+c=a

Mondjuk el a monddkat a 15-9 mliveletre, és irjuk is le:

Szamegyenes hasznalata
Nagyon lényeges, hogy szamegyenesen el tudjuk képzelni az egészet:

-16 -15 -14 -13 -12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 (!J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Adjunk a —=5-h6z 8-at: -5+8 = 3 A —5-t6l 8-at Iéplink jobbra.
Vonjunk ki a =5-bél 8-at: -5-8 =-13 A —5-t6l 8-at Iéplink balra.

4+13 = 4-13 =

~7+9 = ~7-9 =



I/4) Tablazatban

Igy kezdédik: 149-0 Igy kezdédik: 138-3

-1 0 6 41 | 65 | 77 | 119 -1 2 13 | 44 | 66 | 105 | 143
149 138

138 107

63 59

42 37

11 28

7 15

Végezzik el a kovetkez6 0sszeadasokat:

-42+81 =81-42 =129 mivel: 42<81
—42+42 =0 mivel: 42 =42
—42+429 =29-42 =—(42-29) =-13  mivel: 42>29

VAGYIS a ,nagyobb” szdmbdl érdemes mindig kivonni a ,kisebbet”! (Amelyik
abszolutértéke nagyobb! <? abszolutérték? Ez miis? >).

Egy nemnegativ szdm abszolUtértéke 6nmaga, egy negativé a —1-szerese:

|27| =27 |-27| = 27 0] =0 |-1] =-1

Igy: -10+219 = 219-10=... Igy: -74+329

+ | 219|108 | 77 | 49 | 28 | 17 + | 329|207 | 86 | 65 | 24 | 3
-10 -74

-17 -115

43 -186

-61 -217

-76 -258

-98 -359

I/5) Negativ szamok hozzaaddasa szamhoz, illetve kivonasa szambol

Negativ hozzaaddsa

5+(—6) = 5-6 = -1 ~174(-9) =-17-9=-26
13+(-22) = 13-22 =-9 —134(—22) =-13-22 = -35
8+(-14) = —27+(-16) =

15+(-28) = —17+(-35) =

11



Hogy érdemes elképzelni?
A negativ szdm: ,tartozds”. 8+(—14): Kezdetben volt 8 aranyunk, és kaptunk 14
arany tartozast... [gy hat arannyal fogunk tarozni, vagyis amink marad: —6.

»,Ha negativ szamot adunk valamihez, akkor az ellentettjét vonjuk ki.”

Mi egy szam ellentettje? A -1-szerese: pl.

5 ellentettje =5 -8 ellentettje 8 0 ellentettje O

6 -13,4 & X &

Egy pozitiv szam kivondasat ugy is érthetjiik, hogy az ,ellentettjének” a hozzdadasa:
23-56 = 23+(-56)

Negativ szdm kivonasa

5—(—6) = 5+6 = 11 72—(—28) = 72+28 = 100
—5—(—6) =—5+6 = 1 —72—(—28) = —72+28 = —44
—12—(-25) =-12+25 =13 14—(-39) = 14+39 = 53

Hogy érdemes elképzelni?
A negativ szam: ,tartozas” elvétele. A —6 az hat arany tartozast jelent. Ha
»elveszik” a tartozast, az azt jelenti, hogy kaptunk hat aranyat.
Vagyis 5—(—6) = 5+6 = 11.

Ellentett: egy szdm ellentettje a=1-szerese. 5> -5 —7 <7
Negativ szambdl negativ szdm kivonasa
»,Ha negativ szamot vonunk ki valamibél, akkor az ellentettjét adjuk hozz3a.”

5—(—6) = ~16—(-9) =

22-(-13) = ~11—(-15) =
Osszefoglalds:
53+78 = 53+29 =
53-78 = 53-29 =
—-53+78 = —53+29 =
—-53-78 = -53-29=
-53—(-78) = -53—(-29)=

I/6) Tablazatban

Ahogy szoktuk... Ahogy szoktuk...
+ | .12 | 26 | -37 | 44 | -60 | 86 - | -12 | 26 | -37 | 44 | -60 | 86
45 45
-37 -37
55 55
-67 -67
72 72
-85 -85




I/7) Egy kis gyakorlas, amilyen formaban taldlkozni szoktunk ezekkel a m(iveletekkel
Van egy formai hiba a tabldzatban — taldld meg, javitsd!

ird be a végeredményt!
3+8 = 3-8= —3+8 =
—3+(-8) = ~3—(-8) = —2+10 =
2-10 = —2-10 = -2—(-10) =
—2+(-10) = -14-19 = 14— -19 =
21-29 = —324(-13) = —3-(-20) =
7-25= -7-25= —21+24 =
8—(-25) = 12+4(-9) = 14-37 =
-8-73 = -83+1 = -5+12 =
-23-(-30) = 0-36 = —8+(-32) =
45-48 = -20-10= 14—(-20) =
I/8) Nagyobb szamok 6sszeadasa, kivonasa
Igy: -160+118=
+ 118 | -227 | 481 | -562 | 729 | -879

-160

255

-437

578

-699

861

Szorzas

[1/1) Hogy is szorzunk fejben?

Szorozzuk 6ssze a két szamot 8x12

Otlet:

Vagyis: ,Rogton jelenjék meg a fejedben a két 6sszeadandd szam
8-15=
7-18 =

8-12 = 8:10+8-2 = 80+16 =96

9-26 = 9-20+9-6 = 180+54 = 234
De figyelem: a fejedben igy legyen: 9-:26 = 180+54 = 234.

Ne feledjlk: Szorzat utolsé jegye: a tényez6k utolsé jegye szorzatanak utolsé jegye.

Szorzas: 3X11=

5-:18 =
6-17 =
Szorzas: 2X10=
x 10 11 12 13 15 16
2
0
4
7
8
9

X 11 13

14

16

17

19

]| || | W

13
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Mddszer: 12:41 = 10-41+2-41 = 492 16-34 = 10-34+6-30+6-4 = 544

De figyelem: a fejedben igy legyen: 12-41 = 410+82 = 492.
Vagyis: ,Rogton jelenjék meg a fejedben a két 6sszeadandd szam!”

Szorzas: 2X23=
X 23 25 27 28 33 35

[1/2) Nullara, nulldkra végz6d6 szamokkal torténd szorzas, és gyakorlas

Szorzas: 10X7= Szorzas: 10x17=
x 7 12 25 S 17 48 87
10 10
100 100
20 20
200 200
40 40
400 400
50 50

11/3) Gyakorlas

Szorzas: 2X41=
* 41 45 56 76 87 98
2
3
5
6
9
8
7

[1/4) 10-és 20 kozotti szamok szorzéasa
a) A mobdszer:

13-17 = 100+10-(3+7)+3-7 = 221 16-18 = 100+10-(6+8)+6-8 = 288

12-13 = 100+50+6 = 156 17-13 =100+100+21 = 221
16-15 =100+110+30 = 240 12-13 =
15-18 = 11-19 =
17-16 = 15-15 =



b)  Gyakorlasuk

Még véletlenll se prébaljuk ,,bemagolni” a tabldzatot!

Igy: 14x11=
x| 11| 13| 15| 12| 17| 19| 18] 16

14

11

13

17

19

15

16

18

11/5) A négyzetszamok 0-25-ig — reggeli ima utan érdemes ezeket is elmondani...

02 = 12 = 22 = 32=
42 = 52 = 62 = 72 =
82 = 92 = 102 = 11%=
122 = 132= 142 = 15% =
162 = 17%= 182 = 192 =
20% = 212= 222= 232=
242 = 252 = 30°= 40 =
502 = 602 = 702 = 802 =
902 = 1002 = 10002 =

Toltsuk ki a tablazatot

Igy: 19xX16=
x| 16 | 20| 11| 15| 13| 19| 14| 17
19

15

11

13

17
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[1/6) Az 5-re végz6d6 szamok négyzete

Modszer: elhagyjuk az 5-6t, a maradék szamot megszorozzuk az eggyel nagyobbal,

majd mellé irunk 25-6t:
(10a+5)% = 100a(a+1)+25 (KésSbb belatjuk, hogy tényleg hibatlan

1252 =12-13 és melléirva 25: 15625 115%2=
352= 75% =

1352 = 1452=
1552 = 185%"

Erdemes nem ,kimondani”, csak diktalni a végeredményt:
1852 = hdromszaznegyvenkettd huszonot: 34225

I1/7) Az eddigiek gyakorlasa

a modszer...)

A szorzas gyakorlasa
X 12 13 11 15 16 18 14 19
11
12
13
14
15
16
17
18
Négyzeszamok 5-re végz6dok
négyzete
Szam | Négyzete szam négyzete
12 924122 = 25
o 1424172 = 65
. 1324152 = 95
13 125
19 145
15 165
17 195
18 205

Kedves gyerekek! Egy kis nyelvtan. A ,,gdlya” elipszilonnal, és az ,,osztdja” pontos j-

vel irandd! Hasonloképpen az ,dtfogdja”, ,befogdja”.
matektandraitokat!

© Kiméljétek



Primszamok — és a hatvanyozas alapjai

[11/1) A primszamok definicidja — 7. osztalyos szemmel

Def: A primszamok (régen torzsszamnak hivtak éket) azok az (1) 1-nél nagyobb (2)
természetes szdmok, (3) melyeknek az 1-en és 6nmagukon kivil tébb osztdjuk
nincs.

° 1-nél nagyobb
o természetes szamok
o 1-en és 6nmagukon kiviil mas osztdjuk nincs.

Tehat primszamok pl.: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; ...31; 101 stbh.

Nem primszam: 0, 1, 4, 33 stb.

Osszetett szdm: azok a (az egynél nagyobb) természetes szamok, amelyeknek nem
csak az 1 és 6nmaguk az osztojuk. (Egynél nagyobb nem primek.)

Tehat a 0 és az 1 nem Osszetett!

A primszamvadaszat taktikaja: bekalickdazzuk az elsé primszamot, a 2-6t, majd
kiikszeljik az 6sszes tobbszorosét (aminek 6 osztdja...). Bekarikdzzuk a kdvetkez6
els6é nem kiikszeltet (ez lesz a 3), majd annak kiikszeljiik az 6sszes tObbszorosét.
Aami mdr kipottyant egyszer, azt mar kar Gjra kiikszelni, agyonléni. Es igy tovabb.
A primszdmvaddszt tehdt abbdl dll, hogy épp Gket nem IGjiik ki — csak befogjuk ©.

Primszam vadaszat
Valdjdban csak befogas, mert nem I6heték @

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11| 12| 13| 14 | 15| 16| 17| 18 | 19| 20

21| 22| 23 | 24| 25| 26| 27 | 28| 29| 30

31| 32| 33| 34| 35|36 37| 38| 39| 40

41 | 42 | 43| 44| 45| 46| 47 | 48| 49| 50

51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58] 59| 60

611 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70

71| 72 | 73| 74| 75| 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81| 82| 83| 84| 8|8 | 87| 8| 8| 9

91| 92| 93| 94| 95| 9 | 97| 98 | 99 | 100

Feladat: Harom kilonb6z6 prim 6sszege: 122. Mekkora a legkisebb kozilik, és
miért annak kell lennie a legkisebbnek? Mi lehet a masik kett&?

17



18

[11/2) Hatvanyok - primhatvanyok

a)

b)

d)

e)

Hatvanyok definicié nélkili gyakorlasa:

34=3-3-33=81 (-6)*=(-6) (-6)-(-6) = 7:7-7 =
Hatvany szorzat alakban —illetve szorzat hatvany alakban
27=2222222=

Ki hogyan szamolta ki? Ugyesen:

35 = (-7)*= 0° = 12% =
12022 = (_10)5 = 10-10-10 = 107 =
3.3.3.3 = (~95)? = 54 = (-6)° =

,Oktalansag a kobén” = (Oktalansag)®.

Elnevezések

alap—b 104 <= kitevo
HATVANY

Az alapot ,,emeljiik” a kitevére
52,6t a négyzeten” ,0t a masodikon” ,0t ad ketts”
53: ,6t a kdbén”, ,Ot a harmadikon” ,ot ad harom”
54 ,Ot a negyediken” ,O0t ad négy”
10°:
2 hatvanyai — fejbdl tudni
22 = 2= 24 = 25=
26 = 27 = 28 = 29=

210 = 211 — 212 -
Vegylk észre: pozitiv szam hatvanyai pozitivak,
Negativ szam ps hatvanya pozitiv, pt hatvanya negativ.

Az 1. hatvany — pl: ,,6t az els6n”

2t=7

2°=16 23=8 2°=4 2%:= 5'=7?5%=625 53=125 52=25 5h=

Definicié: Barmely szdm els6 hatvanya dnmaga.
Azért kell definialni, mert 1-szer nem szorzunk 6ssze semmit...

A 0. hatvany:
Def.: Barmely nem 0 szam 0. hatvanya 1.

0
50=1 (=2,3)°=1 10=1 (—%j -1

0% NINCS ERTELMEZVE: £

Monddka: ,,Nullaval nem osztunk és 0° nincs értelmezve”



A 3-4-5-6-7-8-9 hatvanyai — fejbdél tudni

32= (-3)3= (-3)4= 35= 36=
5= 53 = (-5)* = (-5)° =

62= 6= 72 = 73 =

82 = 8% =

92 = 93 =

Miért nem tanuljuk meg fejbdl a 4 hatvanyait?
42 = 43 = 44=2 4° =
(—4) =—64 = (—4)- (-4)- (-4) =—(2-2)+(2-2)(2-2) =—2° =—64
gy 4° =

[11/3) Hatvanyok és négyzetszamok gyakorlasa visszakereséssel

Feladat: a leirt szdmokhoz felirni, minek a hatvanya v. teljes négyzete. Amennyiben
egyik sem, akkor ott azt kell beirni, hogy NA (nincs adat).
Ha kett6 v. tobbféle megoldas is j6, akkor mindegyiket

Szam ElGallitasa Szam ElGallitasa
225 324
81 169
128 144
400 289
381 512
169 246
625 121
343 243

[11/4) Azonos alapu hatvanyok szorzata
(Roviden — kés6bb tobbet foglalkozunk vele!)

232522 Szémoljuk ki: 23:25=( + - )( - - - - )=
3432 =2 Szamoljuk ki: 3*-32 = (3-3-3-3)(3-3) = 3-3-3-3-3-3 = 36,

26,210 -
340_323 -
Ez mar azért sok. Hany 3-ast szorzunk 0ssze dsszesen:
52_5_518_530=
10°-108 =
|'gy 613_687 -
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Kimondjuk a kovetkez6 szabalyt (kés6bb bebizonyitjuk):

Monddka: Azonos alapu hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az alapot a kitevék
O0sszegére emeljiik.

Rovid gyakorlasa:
52.57 = 2423 = 8-16 =
32:64 = 8:128 =

[11/5) Ismétlé gyakorlas

A primszdmok definicidja:

ird le az elsé 11 primszamot:

~45-67 = (~14)% = ~73—(-18) = 13-12 =
(-2)° = 167 = 13-19= 3=
1812 = (-5)*= 1417 = 21%=
7= 28= 369 = 324 =

Melyik az 50 utani elsd primszam?

135%= 7°= 132 = 43 =
12° = 225 = 3= 17%=
112 = (-5)3 = —23—(-27) = 352=

Monddka: Azonos alapu hatvanyokat... ird le a teljes mondatot!

24 = 3%= 4% = 5%=

30= —27-(-14) = 46-8 = ol=



Osszeszorzom az els6 100 primet. Milyen szdmra végzédik?

15-13 = 14-18 = 5% = 93 =
19% = 125 = 36= 18-15 =
0° = 45+(—68) = 182 = 216 =
28.210 = 11-19 = 14% = 192 =
—45-82 = (-3)% = 10%10° = 27 =

IV. Egy kis szamelmélet — alapfokon

IV/1) Oszthatdsagi szabalyok

a)

Oszthatosag

Monddka: 3 osztja a 12-t, mert van olyan egész, amivel megszorozva 3-at,
12-6t kapok, ez pedig a 4.

3 nem osztja a 16-ot, mert nincs olyan egész, amellyel megszorozva a 3-at
16-ot kapnék.

(Az oszthatdsag definicidja.: Legyen a,b € Z.
Ekkor: ...a|b < 3dmeZ s m-a=>b)

Jele: 3 | 12 ill 3’f16

Javitsd, ha kell - mondd hozza a mondodkat...

5|1oo _7|—21 7|1o 0|5

12|—72 7|0 1|23 0|0;

Alap oszthatdsagi szabalyok (és néhany 6sszetett ©)

2-vel: a paros szdmok, vagyis a kett6vel oszthatéra végz6ddk, pl.: 20, 56
3-mal: amely szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal, pl.: 168.

4-gyel: melynek a két utolso jegyébdl alkotott szam oszthaté 4-gyel.
Pl.: 504, 5700, 956.

5-tel: amely O-ra vagy 5-re végz6dik. Az 5-tel oszthatéra végz6dok.

6-tal: amely pdros és oszthaté harommal (FIGYELEM, EZ ,OSSZETETT
OSZTHATOSAGI SZABALY”!)

8-cal: melynek utolsé harom jegyébdl alkotott szam oszthatd nyolccal.

9-cel: amely szamjegyeinek 6sszege oszthatd 9-cel. pl: 108

21




22

b)

10-zel: amelyik 0-ra végzédik. ( ,OSSZETETT OSZTHATOSAGI SZABALY”)

11-gyel: melynek pdros helyiértéken allé szamjegyeinek 6sszegébdl kivonva a
paratlan helyiértéken all6 szamjegyek Osszegét, 11-gyel oszthatd szdamot
kapunk (ami lehet nyilvan 0 is!).

Pl.: 2563 — (2+6)—(5+3) =0 80817 — (8+8+7)—(0+1) = 22
25-tel: melynek a két utolsé jegyébdl alkotott szdm oszthatd 25-tel

PIl.: 300, 575.
Gyakorlasuk:

Mennyivel oszthata:

. 123456789

. 545454
. 4500
. 3564

irj a megfeleld helyre szamokat, hogy:

° 23 5  6-tal legyen oszthatd — és a legkisebb legyen

° 23 5  4-gyel legyen oszthato

. 235 9-cel legyen oszthatd ES a lehetd legkisebb legyen!

. 23_ 5 5-tel legyen oszthatd ES a lehetd legnagyobb legyen

. 23 5  8-cal legyen oszthaté

. 20 5  11-gyel legyen oszthato: figyelem, lehet O v. 11 a kiilonbség!

Primfelbontas az oszthatdsaggal megsegitve

396 = 715 =

540 = 495 =



IV/2) Osztasok egyjegyli szamokkal - fejben

a)

b)

Maradék nélkil - Végezd el fejben:

98:2 = 140:4 = 840:7 = 842:2 =
330:6 = 189:9 = 434:7 = 520:8 =
315:9= 1225:5 =

Maradékkal:

93:6 = 15 maradék 3 254:7 =

343:5 = 645:9 =

341:4 = 1751:8 =

IV/3) Szamok primfelbontasa

a)

b)

Alap - irdsban - oszlop-diagrammal

120]2
98|2 60 (2
97 Vagyis: 98 = 2-72 302 Vagyis: 120 = 23-3.5
7|7 VOBYISTISZ S g1y VABYISIAEY S '
1 515
Bontsuk fel a kovetkezd6ket:
52 = 150 =
168 = 486

Haladé - okosan - nem csak primekkel lehet haladni, de nagyobb szamokkal is
72 72
7N 7\
8 9 6 12
/N N\ /N /N

2 4 3 3 2 3 6 g
/\ /\
2 2 2 3

Az Osszes végzddést leirjuk novekvd sorrendben, majd hatvanyalakban:
2:3-2:3-2=2-2-2:33=2332

Fa-diagrammal

23
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Még ligyesebben

PI.: 1200 = 12-10-10 = (22-3)-(2-5)-(2-5) = 2%3-52

sorrendben kell irni!

12

1200
10 .
. 2.5 .
2%3.52

A primeket névekvd

10

2:5

»In medio stat virtus” — érdemes altaldban ugy szétszedni, hogy a tényezdk
»kozel legyenek egymashoz”. Pl: 180 = 10-18 jobb, mint 180 = 3:60 de a

legjobb: 180 = 12-15.

Lehet haromfelé is bontani rogtén: 360 = 4-9-10, majd tovabb a tényezbket.

Bontsd fel:
490 =

Diagram nélkil, de annak a logikajat hasznalva:

9800 =

5400 =

225000 =

256000 =

1690 =

6400 =

196 000 =

1440 =



d)

Az egyértelm( primfolbontas bevezetése — a ,,Paros orszag”

Paros-orszag - vagyis csak paros szdmok szerepelnek.
Aki paratan szamot mond ki, azt szam(zik, és megeszik a farkasok...

24/8 - nem végezhetd el, mert:
96 =

Mindenki bontsa f6l a 60-at ameddig lehet.
60 =

Bonts fol ,felbonthatatlanokra” a 120-at: annyi tényez6re, amennyire birod.
120 =

Az egyértelm( primfélbontds a természetes szamok korében

Figyelem: a természetes szamok kérében azok, amelyek mdr tovdabb nem
bonthatok — azok a primek!

Bontsd fel 60-at , felbonthatatlanokra”:

A Szamelmélet alaptétele: Barmely 1-nél nagyobb természetes szam
egyértelmiin bonthaté fol primszamok szorzatara, sorrendtdl torténd
eltérés erejéig. (Barhogy allunk is neki a folbontasnak, a végeredmény
ugyanaz lesz...)

Pl.: 5100 = 3-52.17-2% = 52.22.3.17 = 22.3.52.17

Ha azonban (szigordan monoton) novekvs sorrendbe tessziik a primeket (az
alapokat), akkor barki, barmikor ugyanazt a végeredményt fogja kapni:

jelen esetben: 5100 = 2%:3-52:17

VEDD ESZRE, HOGY 4 GONDOLATBOL ALL:

e V 1-NEL NAGYOBB TERMESZETES

e SORRENDTOL VALO ELTERES EREJEIG

e  EGYERTELMUN BONTHATO FOL

e  PRIMEK SZORZATARA.

EgyenlG-e: 15-128-84-72 és20-28-:27-24-32 illetve 10%19%és 11°-8°.
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Vagyis két szam akkor és csak akkor egyezik meg, hogyha a primtényezds
folbontdsukban (sorba téve a primeket) csak ugyanazok a primek szerepelnek,
és ugyanazon a hatvanyon. Vagyis érdemes kanonikus alakba hozni a
primfelbontast.

Kanonikus alak: a primfelbontdsban szigorun monoton névekvd sorrendben
vannak a prim alapok.

Egyenl6-e ez a két szam?

27.53.52.38.75.112.3.25.32.11

72.72.22.55.32.113.22.35.7.28.34

Parban vizsgaljatok meg, hogy ez a kett6 szam egyenlé-e:
20-45-1000-25-32:420 illetve: 9-250:28:60-64-10:125

Feladat: Két csoportba lehet-e bontani 1-t61 31-ig a szamokat ugy, hogy a két
csoportban talalhaté szamok szorzata megegyezzék?

Feladat: A kanonikus alakot tekintve mi kell ahhoz, hogy egy szam 4 db. 0-ra
végzB&djék?

IV/4) Két szam LNKO-ja (LegNagyobb K6z6s Osztdja) alapszinten

Mondjunk a 12-nek és a 18-nak kdz6s osztoit.

Vegylk észre, hogy minden k6z6s oszté osztja a legnagyobb kdzos osztot!

Mondjuk a 120-nak és a 180-nak kdz6s osztoit

Vegylk észre, hogy minden koz6s oszté osztja a legnagyobb kdz6s osztot!



(12;18) = 6, mert 6 a legnagyobb szam, amivel még osztani lehet mindkett6t.
* Lehet |épésenként: (12;18) = 2:(6;9) = 2-3+(1;3). Az (1;3)-nal lathatd, hogy az 1 az
LNKO.
(60;84) =

Olyan, mintha egy tortet egyszer(lsitenénk, de leirnank a szdmokat, amivel

egyszer(sitink:

12

8-

60

i
Két vagy tobb szam LNKO-ja az a legnagyobb szam, mely még mindkett6t osztja.
(120; 180) = 6+(20;30) = 60(2;3) =60-1 = 60
(50;25) =
(7;35) =
(23;23) =
(1,12) =
(0;26) =
(36; 84; 54) =

75 % Tudniillik: (75;100) = 25.

(30;110) =10 Hs—
110

(45;60) = PN (98;35) = PN

Relativ primek: ha két pozitiv természetes szam LNKO-ja 1, akkor az a két szam
Jrelativ prim”,
(24;35) = (45;46) =

VAGYIS a kanonikus alakjukban nincs kbz6s prim!!!

Ugy jeléljiik 8ket, hogy pl.: (9;20) =1 v. (8;15) =1

Mondjunk relativ-prim parokat, amelyek maguk nem primszamok!

Ha két szam relativ prim, akkor a kanonikus alakjukban nincs k6z6s primtényezé.

Harom olyan szam, mely paronként nem relativ prim, de egylitt mar igen:
(10;15; )=1

Hogy késziilt ez a hdrom szam?

Miért nem lehet harom kiilonb6z6 primszam szorzata a 15543?
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IV/5) Ujabb oszthatéségi szabélyok

Tétel: ,,Ha két relativ prim oszt egy szamot, akkor a szorzatuk is osztja. Amennyiben
nem relativ primek, gy nem biztos az oszthatdsag.”

3|36és4|366s(3;4)=1 = 12|36
5|80 és 10|80 = 50|80

Mondjuk ki a 36-tal torténd oszthatdsag szabalyat:
Mondjuk ki a 12-vel torténé oszthatésag szabalyat:

Mondjuk ki a 24-gyel vald oszthatdsag szabalyat:

Rossz valasz:

J6 vélasz:
Mondjuk ki a 45-gyel vald oszthatdsag szabalyat:

Talaljunk még ki ilyen oszthatdsagi szabalyt:

Egészitsd ki ugy, hogy igaz legyen (a vonalakon 1-1 szamjeggyel), és a szam a
legkisebb négyjegyli szam legyen!
44‘

16 91

36‘
55‘

_ 37 __ 91__

Egészitsd ki ugy, hogy igaz legyen (a vonalakon 1-1 szamjeggyel), és a szam a
legnagyobb legyen!

45

22
_38__

12‘ 75




IV/6) A O-ra végzddés

Hogyan bontanad két alap-oszthatdsdgi szabdlyra a 10-zel valé oszthatésagot?

Hogyan bontanad két alap-oszthatdsdgi szabdlyra az 100-al vald oszthatdsagot?

Nézziink egy harom 0-ra végz6d6 szamot.
128 000 = 128-(2-5)3

Vagyis a szam kanonikus alakjat kell nézni!
Mikor végz6dik pontosan 3 db. 0-ra egy szam?

Ha a kanonikus alakjaban:
2-es primtényez6:
5-es primtényezé:

De:

Vagyis ahany db ( - )-0s part talalhatok benne.

Hany O-ra végz6dik a kovetkez6 szam:
x = 27-32.53.132
y =125-16-15-36-35

Ha x nem nulldra végzddik, akkor: x-5%2°: hany 0-ra végz8dik?

Nem tudni, de:

IV/7) A 'legkisebb k6z6s tobbszoros - LKKT
Mondjunk tobbszoroseit a kovetkezd két szamnak:
12 —>
18 —

Két természetes szam LKKT-je alapszinten:

[12;18] = 36, mert 36 az a szam, mely mindkettének t6bbszorose, és a kdzos
tobbszorosok kozil legkisebb; vagyis az a legkisebb természetes szam, melynek még
mindkett6 osztoja.

Jelen esetben a 12-6t 3-mal, a 18-at 2-vel kell megszorozni, és akkor ugyanazt a
szdmot kapjuk.
A szorzatuk mindig tobbszorés, de nem mindig a legkisebb:

Mindkettének a tobbszorose a 12:18 = 216, de ez nagyon nagy.

Ebben az esetben a 12-6t 18-cal, a 18-at pedig 12-vel szoroztuk meg.
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Ravasz moddszer, lattuk mar, mikodott az LNKO-nal is:
[12;18] = 2:[6;9] = 2-3-[2;3] = 2-3-(2-3) =36
[540;240] =
[312;168] =

Tétel: Relativ primek Ikkt-je: a szorzatuk. Ha nem relativ primek, akkor az Ikkt kisebb
a szorzatuknal!

[19;20] =

[33;35] =
Két tort kdzos nevezbre torténd hozasakor hasznaljuk ezt.
1_5_
12 18

Nyilvan lehetett volna a k6z6s nevezd a 12-18, de az nagyon nagy:
7 5

12 18 216 216
Nehezebb, elszdmolhatdbb és el is szamoljuk... és még egyszerdsiteni is kell utana...
11 3

70 20

IV/8) Fejben osztas gyakorlasa — a tanar altal kijel6lt sorokat végezd el

Ahol ismerjlk az alap- v. 0sszetett oszthatdsagi szabalyt, ott el6tte vizsgaljuk meg,
hogy maradék nélkil megvan-e az oszté az osztanddban!

45:9 = 56:7 = 108:9 = 84:7 =
168:24 = 171:9 = 350:7 = 319:11 =
95:5= 255:15 = 98:7 = 133:7 =
115:5= 51:3= 112:16 = 91:7 =
207:9 = 57:3 = 216:9 = 85:5 =
48:3 = 84:2 = 98:14 = 45:3 =
54:3 = 72:6 = 270:9 = 87:3 =
145:5 = 42:3 = 96:6 = 76:4 =
168:8 = 152:8 = 247:13 = 345:15 =
242:11 = 240:16 = 315:15 = 195:5 =
3249 = 252:7 = 205:5 = 369:9 =
134:2 = 258:3 = 468:6 = 385:11 =
288:12 = 495:15 = 286:13 = 456:12 =
294:14 = 352:16 = 91:13 = 585:45 =



V.

Egészitsd ki még egy szamjeggyel —a vonalra irva — Ugy, hogy az osztas egész szamot
eredményezzen, majd végezd is el fejben az osztast:

_ 96:8= _39:33= 5 2:6= 4 6:24 =
_ 64:12 = _32:36= 8 5:45= 7 4:18=
_ 96:44 = _ 35:55= 4 8:24= 1 7 :90=

Tortek
V/1) Fajtaik

Valddi tort: 7
8
Altort: g (vagyis 1 v. annal nagyobb abszolut értékd.)

Vegyes tort: 4% Ennél a nagysaga latszodik: 4% = 4+§

Tizedes tort: 0,25

Vegylk észre: 0,25 = 2 = 1 532= 5£=5§
100 4 100 25

Hogy melyiket szeretjiik: VALODI TORT (Ezt kis piros szivecskékkel krbevenni!)
A valddi és altort kozt sok kiilonbség nincs KOZONSEGES tortnek hivjuk Sket.

A tizedes tort ritkdn hasznos — de sajnos a szamoldgépeknél, fizika, kémia drdn
ezeket hasznaljuk, illetve szamegyenesen térténd abrazolaskor.

V/2) Egymasba alakitasuk: Id. késébb!
V/3) Egyszer(isitiink — de MIERT?

a) ¥ Néhany nagyon kivételes helyzettdl eltekintve, ha meglatunk egy tortet,

akkor azonnal egyszerd(sitjuk.®
MIERT? Azért, mert ha nem egyszerdsitiink, akkor a tértek a miiveletek soran
elkezdenek néni, dagadni, olyan nagyra, hogy mar nem tudunk velik mit
kezdeni.
b) Hogy is egyszerdsitlink?
Alapvetdn rogton a szamldlo és nevezd LNKO-javal:
24 3

— == A (24;40) = 8-cal egyszerdUsitlink.
o 5 ( ) gy

De az sem nagy baj, ha tobb Iépésben egyszer(sitlink — csak farasztébb:
u_M" 1 M 6 _p 3
40 40, 20 20, 10 4. 5
c) Egyszer(sitslink: ha lehet, ne sok |épésben
Cél: a szamlald és a nevezd relativ primmé valjon!
120 80
168 176
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210 450 _

378 75
540 1200

52 2000
625 _ 45 _
500 15

ird fol a kovetkezd szamokat tort alakban:

0,24 = 2,5=

4= 3=

V/4) Osszeadasuk-kivondsuk: Ko6zés nevezére hozds: bévités: az LKKT-ig!

a)

b)

»Csakis azonos nevezgjl valddi torteket tudunk 6sszeadni és kivonni. Vagyis
0sszeadas és kivonas el6tt ,kozos”, vagyis ugyanolyan nevezdjl tortekké kell
Gket alakitani.”

A legjobb (vagyis a legkisebb) k6z6s nevez6 a két (v. tobb) nevezd LKKT-je!
Ez a miivelet a bévités, de el6tte az egyes torteket MINDIG EGYSZERUSITJUK.

Hogyan bévitlink?

Egy tértet ugy bdvitiink, hogy a szamldldjat és a nevezdjét is ugyanazzal az
egynél nagyobb természetes szammal szorozzuk meg. Ezdltal a tort értéke
nem vdltozik.

Végezd el a kijelolt bévitést:
6 @ o 42 B__
35 70 35 25 100

12
BGvitsd 3-mal a kovetkezd tortet: 7 =

3
BOvitsd 10-zel a kdvetkezd tortet: 1_6=

Vegyes tortek atalakitasa valddi tortté:

3 ) v -3 83 11
ZZ =? Ez a kovetkezét jelenti: 2+Z =—+4—=—
. . . 3 24+3 11
Egyszerlibben — nyilvan ugyanigy: 2— = =—
4 4 4
Alakitsd at (vigydzat a negativnall):
4
3-= 152 —
7 13
132 = _10-L =
13 18



d)

Néhany példa

14 56 7 7 21 70 91
20 24 10 3 30 30 30
12 91 3 13 15 13 2 1

8 70 2 10 10 10 10 5

Mit is tettlink? El&8szor egyszer(sitettiik a torteket, majd utana végeztik el a

k6z0s nevez6re hozast. A végén még egyszer(siteni is tudtunk!!!

14 2 30 28
=7 )= =_=Z

105 ~ 15 15 15

2
Figyelem: a 2 is racionalis szam, vagyis tortként is felirhato: 2 :I

9 178
Negativndl: -13— =—| 3 9)._ ﬁ} -
13 13

13
Gyakorlasuk

Azonos — vagy egyszer(sités utdn azonos nevezdjd tortek.

4 3

5

7
12
5_
4

5
5
12
20
4

4 5 56

30 75 120

2620

169 52

Egyik tortet kell csak béviteni:

> 4=
12

7 7

6 18
5 35

9 243

13

4,5 2

7 7 7
4 10

13 26
10 35

15 21
25 49

30 42

33 24

121 44

4 11
— =
5 15

15 25

4 64

11
= 4=
15

EgyszerUsités utan jo kozos nevezb kell

56 2

105 9

22 14

48 80

49 8
— =
70 15
33 6
-+ =
45 70

30

15

33



Vegyes tortek 6sszeaddsa - kivonasa
6

3—+ 5i =
45 10

18E - 13’.i =
18 15

Mindenféle tort — ha lehet, egyszer(sitslink!

Emlékezz: relativ primek Ikkt-je a szorzatuk. Ha nem relativ primek, akkor az lkkt kisebb a
szorzatukndl!

4.3_ 10,33 _
5 4 12 21
14_15_ 0,7 _
15 16 13 16
6 1 7.7

11 9

14_13_ 2 1 _
13 14 11 18
20 30 31 31
130 160 20 7
1535 213 _
12 28 12 20
42_60 96 225 _
54 144 144 100
289 90 7,9
102 80 15 20
2_14_ 85 80 _
35 25 34 48
45 35 70 560

150 84 63 480



Gyakorlas

15 10 _ 15 30 _
12 40 12 45
65 50 12 34
26 30 36 51
65 122 84 22 _
40 80 35 33
342 5,30 _ 243225 _
105 36 45 30
39,22 _ 51 200 _
169 121 289 « 400
B L 45,54
51 80 108 243
78 250 _ 33,38 _
26 450 88 57
72 126 _ 162 242 _
60 112 27 55
2222 315 625 225 _
98 45 200 105
52 44 70 800
_+_— —_—

169 121 196 225






V/5) Szamok, tortek reciproka: elsé nekifutasra

a)

b)

Egy valddi tort reciprokdn a kovetkez6t értjlik: az el6jele marad, a szamlalot
és nevez6t pedig felcseréljik.
FIGYELEM: CSAK VALODI (v. AL-) TORT RECIPROKAT VESSZUK!

25 13 = | y ,
—HZ—S Vigyazat, nem egyenlGséget rakunk ki!

13

4.7

7 4

o W . .3 13..5
Vigyazat: vegyes tortnél el6szor at kell alakitani: 2— = ?Hl—B
: ot 24 6 25
Tizedes tortnél is: 0,24 = —=—«¢«>—

100 25 6

Egész szam reciproka:

7 1
7 reciproka - Mivel 7 = I' igy 7 reciproka: ;

7
Vegylk észre, hogy a 7 ugy is felirhaté tehat, hogy I

1
26> — &
8

V/6) Tortek szorzasa

a)

b)

Vegyes torttel nem szorzunk! Csakis valodi tortet szorzunk valédi torttel. Ha
tehat vegyes tortet latunk, akkor el6szor at kell alakitani valodi v. altortté.

Valddi torteket ugy szorzunk, hogy a szamlalét megszorozzuk a szamlaléval, a
nevezdt a nevezdvel.

Figyelem: A vegyestort veszélyes!

El6tte azonban lefelé és keresztbe is egyszer(sitiink, ha lehet.

213 _[HL)(3)-2.8_26

3 5 3 5 35 15
s14_(51)(14) 09 10 g 23 ¢

3 5 3 11

Keresztbe egyszerdsitettlink — szorzasnal lehet.

. .. .15 8 5 4 20

De lehet ,lefele” is egyszerisiteni: —— = —+— = —

21 26 7 13 91

Tehat - keresztbe is lehet egyszer(siteni a szorzasnal

3 4 *15 2"
ﬁ- %11 _12 A toronyépités a mérnok feladata: 75 ’56/ =§
A9 g5t 77 98 45, 21
Ilyet ne tegylnk! A kétszeres athuzas mar nagyon kuszava teszi, ezért az tilos,
illetve a tul sok egyszerdsités is, akkor inkabb le kell irni a koztes tortet!

48 2

9
Vegyesen: ——

35 27

=1
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,Lefelé” és ,keresztbe” is lehet egyszerd(siteni!

14 12 14 22

77 25 10 15

Vegylk észre: lehet keresztbe egyszerdsiteni, vagy ,lefelé” magat a tortet;
vagyis 0ssze-vissza, csak jo legyen!
Fontos: ha lehet, rogtdn a legnagyobb kdz6s osztdval egyszerdsitsiink!

Gyakorlasuk
Erdemes el6szor megallapitani az elSjelet, és azt konzekvensen
(kovetkezetesen) mindig kitenni!

_42 40 _ 121 (105 _
56 63 60 66
288 [ 75|_ _48 (105 _

45 | 36 45 \ 72

_ 81105 _ 256 (75 _
49 90 125 | 48 )
324 55 _ 250 (54
24290 162 \ 50)

Egész szammal torténd szorzas:

Valdjaban at lehetne irni az egész szamot valddi tortté:
14 14 3 14 21
— 3= — . — = — 6

15 15 1 5 10

De nem fontos atirni az egészet:

30 2= 39 26" = 60

169 5 169 13

Gyakorlasuk

£24 - 352 —
144 98



V/7) Gyakorlas

98 84 _ 1500 98
112 36 196 200
121
——.12= 06 121
99 55 42
39 144 72 _
130 24 45
98_72 30 121 81 56 _
35 27 63 150 48 33
14.22 - 343 42
42 98
1
S i 15.27 _
64 39 21
12500 (35 ) _ 2-8—
42 500 40
27 48 3975 _ 5677 _
65 125 54 12 42 55

V/8) Osztas

a) Valodi tortet osztunk valddi torttel. Ha tehat vegyes tortet latunk, akkor
el@szor at kell alakitani valédi tortté.

Szammal ugy osztunk, hogy a reciprokdval szorzunk.
2
Tehat hogy osztunk: g-dal:

15 1

——-del: —-del?
4 7

6-tal? 10-zel?

15-tel? 100-zal?

39



40

Torttel gy osztunk, hogy a reciprokdaval szorzunk
27

o 64 _27.15 275 97 _63
E 64 56 64 15 8 5 40
56

FIGYELEM:

. Megérkeztek az ,emeletes” tortek — jobban szeretjiik 6ket.

° A fétortvonal egyértelmden latszodjék!

. Az egyenl6ségjel is kijeloli a f6tortvonalat, ezért a f6tértvonalat ,vegye
kozre” az egyenlGségjel.

b)  Osztas egészekkel v. egészeket

. . . 1 45 5 .
Egész osztasa egésszel: 45:63 = 45~a :E=7. Vagyis egyszerdsitlink!!!!
A tizedes tortek veszélyesek, matematikaban ritkan haszndljuk G&ket.
Hasznosak 0Osszehasonlitaskor, szamegyenesen, illetve a kés6bbi

matematikaban.

igy nem szamoljuk at tizedes tértbe az ;-et, legfeljebb fejben: 0,7142857...

14 63 10 20
Egész szdm torttel osztva: —— =14:— =a szabaly alapjan=14-— = —
° 63 10 Y eap) 63 9
10
e 7 75 1
Tort egésszel osztva:—5: 50= —5— = 3
14 14 50 28

Vegyik észre: valdjaban csak a szamlaldot osztjuk abban az esetben, ha az
oszté-egésszel oszthatd a szamlalo:

48 14

—:16= —:2=

35 15

V/9) Miis a reciprok? Masodik nekifutasra! Tortnél, egész szamnal, tizedes tortnél.

Egy nem 0 szam reciproka az, amivel a szamot megszorozva 1-et kapunk
Vagyis az a#0 szam reciproka az 1/a.

Pl.: 5 reciproka: 1 4 reciproka 2
5 9 4
1 reciproka 1. 2E reciproka: 1.t 7
7 R
7 7
L « —3ie> 10>
13 5

0,65 reciproka: egy kicsit késébb.
Osszefoglalva: egy szdmmal ugy osztunk, hogy a reciprokdval szorzunk.



V/10)  Gyakorlasuk

a) Osztas
121
_a2 12 — _60 _
56 | 63 55
42
_270
338 (_52)_ 147
75 \ 75 51
35
14 14
105
400 ~160
—:18= _—i6U _
500 98
24
1:22 27:
289 13
b) Vegyesen
98,105 _ 24 40
112" 96 45 75
1500
a2 2 196 _
102 75 200
42
56 22500
84 _ 144 _
35 300

16 60



85 35 54
242 42 144

6—4:14= E:
15 96
80
15
75 96 _
45 80
40
80 £= 14:4—2:
27 22
56
21 _ 24:28 -
48 63
140
26 (3 _5)_ 18 _
39 (10 70 105
14:4—9= 14:22
35 15

V/11) -~ Egyéb - tortes feladatok

a) Tobb tort szorzdsa, és vegyesebb feladatok, zardjellel: a zardjelben talalhatd
miveleteket végezziik el el§sz6r mindig!

220 (27 )26 15031 52 54
81 )\ 169) 5 \ 99 )\ 225) 16

(-2 52+t )os-



Figyeljink a mUveleti sorrendre:

1—Z -§—3+2:i i—E:E 112 =
5) 6 5 3)5 4 8

b)  (Pozitiv) tértek dsszehasonlitasa: EGYELORE KOzZOS NEVEZO

18119 34160
7 8 517135
2411169 787105
15— 52 36 50
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VI. Atizedes tortek
VI/1) Szorzéas — osztas 10-zel, 100-zal stb.

a) Szorzas

34,02-10 = 34,02-100 =

34,02-1 000 = 34,02-10 000 =

Ha van tizedes vessz8, akkor azt |éptetjiik, utana egyesével 0-kat irunk a
végére.

53-10° =

0,0048-1 000 000 =

b)  Osztds
562:10= 562 :100 =
562 :1000 = 562 :10 000 =

(Ugy nézhetjiik az 562-6t, mint: 00000000562. Es akkor csak vonulgat a
tizedesvessz6)

562 :100 000 =

4800:10=
4800 : 100 =
4800:1 000 =
4800 : 10 000 =

Ugy nézhetjiik az 4800-at, mint: 000000004800. Es akkor csak vonulgat a
tizedesvessz6.

4800 : 100 000 =
VI/2) Mit is jelentenek a tizedes tortek
a)  Szamok alaki értéke, helyiértéke és valédi értéke.

Alaki érték:
A tiz db. szamjegynek alaki értéke van: 0, 1, 2, ... 9. Pl.: 7 torpe, 5 ujj, 0
fizetés.
Az 1956-ot négy ilyen jeggyel irjuk le,
de a szam értéke egyenl§ a jegyek 0sszegével sem, szorzataval sem.

Helyiérték — ahol a szamjegy megtalalhatd a szamban.
A tizes szamrendszer ahhoz hasonlit, hogy a kévetkez6 bankjegyeink,
érméink vannak:
10 000 Ft-os, 1 000 Ft-os, 100 Ft-os, 10 Ft-os és 1 Ft-os.

A CEL MINDIG AZ, HOGY A LEHETO LEGKEVESEBB BANKJEGGYEL ES
ERMEVEL FIZESSUNK.



Hogy fizetiink ki 38 207 Ft-ot?

3 db. 10 000-sel, és 8 db. 1 000, 2 db. szazassal, 0 db. 10-essel és végll

7 db. 1-essel:3-10 000+8-1 000+2-100+0-10+7-1.

Tehdt a 38207-ben a 2 a 100-as helyiértéken dll, igy 200-at ér.

Valddi érték — szamjegy-helyiérték

Jobbrél szamitva nézziik a helyeket:

Pl.: 801 435
100 000 10000 1000 100 10 1

JOBBROL az 1. hely az 1-eseké
a 2. hely a 10-eseké
a 3. hely a 100-asoké
a 4. hely az 103-é
az 5. hely a 10*-é stb.
a 6. hely a 10°-é

igy pl. a Negyvenotezer-hatszazkilenc:
45609 = 4-10%+5:10°+6-10%+0-10*+9-10°.
4 db. tizezres, 5 db. ezres, ... 9 db. egyes Osszege.

Tehat itt a 6-os valddi értéke ,hatszaz”, a 4-es valodi értéke
,hegyvenezer”

igy felirtuk a szdmot a valddi értékek 6sszegeként

A szamok folé is lehet irni a helyiértékiket:
100001000 100 10 1 10*10*10*10 1
8 0 310 vagy 8 0310 eza ,nyolcvanezer-haromszaztiz

”

irjuk fel az A = 204 539-et el8szor Ugy, hogy a jegyek folott ott a
helyiértéke, majd az A szamot valddi értékek 6sszegeként!

Hasonloképp a B =2 645 078
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b)

d)

Mi bujik meg a tizedesvesszd mogott?

Az el6bbi gondolatmenet alapjan a tizedesvessz6tdl jobbra is lehet értelmezni
a helyiértékeket

1 1
10010 1 10 100 1 1
456,23 = 4 56,2 3 =4-100+5-10+6-1+2- —+3- ——
10 100
Vagyis 4 db. 100-as + 5 db. 10-es + 6 db. 1-es + 2 db. 0,1-es + 3 db. 0,01-0s.
10% 10% 10 10° 10*10%1073% 107"

as23074s= 452 3,0 7 4 5

irjuk fel az A = 35,058-at elGszor ugy, hogy a jegyek folott ott a helyiértéke,
majd az A szamot valddi értékek 6sszegeként!

Hasonldképp a B = 3205,6098-at

ird f6l szammal, tizedestorttel!

7+3- +2-103+4-0,01+9-100 =

10000

5
100 000

+3-10+7-1+8-:1000+9-107%=

Helylk a szamegyenesen

VI/3) Mliveletek valddi tortté alakitas nélkiil

a)

Osszehasonlitasuk

Osszehasonlitani legkénnyebben a tizes-szdmrendszerben felirt szdmokat
lehet.
Erdemes elképzelni kezdetben egy szdmegyenest:



b)

3,65<3,7

9 8 7 65432 -1 0

1

| 1]

T I |
3

A pozitivak 6sszehasonlitasa konnydi.
A pozitiv és negativ 6sszehasonlitasa is konnyd.
Két negativ 6sszehasonlitasa:

|
S

521 | -5,
9 8 7@4 32 2 1 0 1 2 3 AU% 8 9 10 11 12
e -
AR AR
521 52 o 5. 57 51

Sokféleképpen meg lehet fogalmazni, mondjuk ha tiikrozzik az origéra...

Ha 13,001 < 13,01 akkor-13,001 > — 13,01

Vagy mondjuk az a nagyobb, amelyik , jobbrabb” all a szdmegyenesen...

Tegylik ki a szamok kozé a relacidjelet:

201 [] 201,01 0,005 [] 0,0005
0,031 [] 0,03101 2,405 [] 2,5051
12,1 [1-12 —0,005 [] -0,0005

—0,031 L] -0,03101 -2,405 [1 —2,4056

Osszeadas — kivonds --- dsszeg — kiilénbség

3,085 12,995 12,053 1,853
’ 0,208 ’ ’
+19,079 —~ 9,279 — 0,254
L _adid + 9,877 —= —
2,053
Becsapos:
~19,279

Figyelem! Mindig a...
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c) Osztas, szorzds

73-8 = 487 =

Figyelem! Ne szurj ki magaddal!
285:135 =

21:6=

45:24 =

10:12 =

50:14 =

Tehat: szeressiik a ...

V1/4) Atalakitas valédi tortté
a) Véges (szakaszos) tizedes tortek

0,12-10=1,2 0,12-100=12 0,12-1000=120

Mennyi a 0,024?

0,024-1000 = 24. fgy: 0,024 = >+ = 3
1000 125

Irjuk fol tort alakban a kdvetkezd szamokat:

3,65 = 0,0056 =

2,32= 0,25 =

igy 0,65 reciproka is szamolhaté most mar! (V/9.)



b)

El6szor a szazalékokral

A % azt jelenti, hogy szazad.

Ha meghalljuk azt, hogy szazalék, akkor a ,szazalékos monddka” jut az

eszinkbe:

Mondodka: nincs szdzalék, csak valami megszorozdsa egy szdzados torttel.

oz 1 <
Az iskola 15%-a azt jelenti, hogy: létszam % vagy ‘Ietszam . 0,15‘

A terlilet 225%-a azt jelenti, hogy fterilet % vagylterulet - 2,25 ‘

ird fel és szamold ki:
13 g arany ezlst 6tvozetben 8% arany van. Mennyi az arany?

15000 f6bdl 7% fertdzott. Hany fert6zott van.
A 220 Ha teriilet 45%-a parlagfiives. Mekkora tertleten van parlagfi?

A technikus 1400 € fizetésének a matek tanar fizetése a 72%-a.
Mekkora a matektanar fizetése?

ird 4t tizedes tortbe:

13_ 3. 56% =
5 4

A végtelen szakaszos tizedes tortek:

2_ 25 _
3 9
25 _ 1 _
7 11

49



50

VII.

Visszafelé:
1,1= 5,3=

A0,11111111111... = 1/9. igy mar szdmolhaté a tébbi: pl. 2,777777.... = 2+7/9

Ravasz mddszer:
2,325 = 2,325 325325325325325...

Probaljuk meg mas szamokkal:

Zarodjelek kezelése

VIl/1)

Alapveté muveleti sorrend
1. Hatvanyozds 2. Szorzas-osztds 3. 6sszead-kivon,
2. Egy csoporton beliil a sorrend szamit

3. Zarojel, tortvonal csoportosit

2+52+3:4-12:2=2+25+12-6=33
és nem: ((2+5)%+3)-4—-12) : 2 = ((49+3) -4-12):2 = 196:2 = 98

Vagyis az alapveté molveleti sorrend: ,el6szor elvégzem” a (1) hatvanyozast,
(2) szorzast-osztast, végiil az (3) 6sszegzéseket (ami lehet 6sszeadds és kivonas)

Ha véltoztatni akarok a sorrenden: zardjeleznem kell: 5-6+4#5-(6+4)

Végezdel: 5+3-23-15-3=

23-12-5:4+3%2-5-4:2=



VII/2)  Tagok és tényez6k

Osszegnek (6sszeadds, kivonas) tagjai, szorzatnak (szorzas-osztas) tényez8i vannak.
10 — 34 + 13-4-2 + 15:3
Ez a mlvelet négy tagbdl all: a tagokat + és — jel valasztja el egymastal.
. Elsé tag: 10
. A masodik tag: 34,
. A harmadik tag 13:4-2 Harom tényez6bdl 4ll: 13, 4 és 2.:
° A negyedik tag: 15:3

A ,tényezb6ket” szorzasjel - (vagy osztasjel :) jel koti dssze.
Figyelem: Az 5(6-3)(4+2:5) kifejezés egytagu, és harom tényez6bdl all.
. Els6 tényezb: 5
o Masodik tényezd: (6-3) (Ez pedig 2 taghol all ©)
o Harmadik tényez&: (4 + 2:5) (Ez szintén 2 tagbdl all ©)

12:2-4(3+2:5:3)-8-23:(5-2)+(2-5)(3-4-5)

Ez 5 tagbdl all:
122 4(3+2:53) 8 23:(5-2) (2-5)(3-4-5)
A 5. tag két tényez6bél all: (2 — 5) és (3 —4-5)
Az 5. tag masodik tényezdije kettd tagbdl all: 3 és 4-5.
Hogy hivjuk a kivastagitott 2-est?

Kifejezések:
—3-(2:5-5-4) = (5 + 2:(3-1))(4 - 2) + 6:2 — 13 + 15(68 — 2-4)

Hazd ala kilon a tagokat!

A 3. tag:

A 68:

A (4-2):

Az 2. tag els6 tényezdje:
A2-4:

Mi a masodik tag els6 tényez6je masodik tagjanak masodik tényezéje?

2-(4 - 2-(3 - 5)(15-(3-2-1) — 1)+3-5) — (15— 2)-12 — (12 — 2(34'5 + 6))-5
Hazd ala kilon a tagokat!
A3-2:
A (15-2):

A 34.5:
A (3-5):
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Vii/3)

a)

b)

(1-2-3(4-5)(6-7-8-9))(10-11) — (12-13-14-15+16(17-18))-19- (20-21-22-23)
Hany tagu? Huzd ala kilon a tagokat!
Masodik tag 3. tényez6 2. tag:
Mia 13-14-157
Mi a (10-11)
Mi a 8?

2-(3—4-5)(6-7-8+9-10)
Hany tagu?
Miaz 5?
Mia7?

Zardjelek kezelése egész szamoknal: zardjelfolbontds

Legeldl nem tesszik ki a + elGjelet. Az 1-es szorzotényez6t nem irjuk kil A —1-
es szorzétényez6bdl csak a,—” jel marad.

AMIG TUDJUK, EGY KIFEJEZES EGY SORBA KERUL,
NEM SZERETJUK A SORTOREST MATEMATIKABAN!

2(23-1)-3+(=12+3)—(3-10)+(21-2)+(-2)—(-3) =

—(~200+4)+3(~210+8)—(—40)-5(7-10)+(50-21) =

Gyakorlasa

3(5-12)-2(4+23)-7(5-4)+(-2-7)—~(7-4) =

A kovetkez6t mondjuk kdzben:

»Plusz hdaromszor plusz 6t plusz az plusz 15, plusz haromszor —12 az -36
minusz kett6szor plusz 4 az -8, minusz 2-szor plusz 23 az —46,

—7-szer plusz 5 az —35, —7-szer —4 az plusz 28,

plusz 1-szer —2 az -2, plusz 1-szer -7 az -7,

minusz 1-szer plusz 7 az minusz 7, —1-szer —4 az plusz 4.”

-12(5-6)—(13+12-1)-11(15-8)+(—13+15-8)—(13-9) =

—(=4+3-5)+12(12-18)+(17-3)-2(5-4) =

-15(-12+13-7)—(8-7+2)+11(-19+18-15)+(4-5)-16(-17-5+18) =



c) Tag-tényez6-tag-tényezd Ujra (sajna nem fér ki sortorés nélkil ®)

(1-2-3)(4-5-6+7-8-)+(9-10-11(12+13-14)-15-16-17)(18-19+20) —
—~(21-22-23+24-25)-(26-27)

3.tag 2. tényez6:

1.tag 2.tényez6 2.tag 1. tényezé:
23:

16:

18-19:

11:

13:

VIIl. Emeletes tortek és ismétlés
VIII/1)  Emeletes tortek

Figyelem: miveleti sorrend!
. 5+2 . 5+72
Z
Itt valéjadban: (5+2):2 a mivelet =7/2 = 3,5
15+30 )/§+}6 3+10 _13
* 5 Y N
Itt valdjaban: (15+30)/(5+3) a muvelet, ami valdjaban 45/8 = 5,625

#5 2

_65><

Vagyis tagokkal soha nem egyszerdsitiink!

2+1 E_{.l z
(HEMLGJZ 3.33_3 _76_2
3)\6 1. 1.3 3 33 5
6 6 6 6
12 10
20 15 _
8t
12 27

SR
56 4 3 30



VIII/2)  ird fol a kdvetkez6 szdmok dsszes osztoparjat

Pl..12=112=2-6=34

54 =
75 =
140 =
112 =
98 =

VIII/3)  Végezd el — ne feledd: egyszer(sités! A HF ezekbél van.

4500

144 _
600

54

Ora: —=
35

14

Ora: g:14:
35

18
26
39

Ora: A5
80

104

15:E=
8

54

Ora:£:14:
8
Ora: 1:8—4:
70
5 —
5"
75
Ora:a: 20 =
38
16:§=
3
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4:(E—ij=
10 14

11: > _12 =
35 30

2ola)

Ora: 14 = Ora:

— = Ora:




(

5 3

R

4 2

12 12

15 15

(

4 4

5 10

12 22

(E_T

M

30

4

25 12
35 30

3 6

4
8

j:

j:
1+3j
M

3 21
—— =
5 14)
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27, (')ra:277:5=

45

2 14
Ora: ===
ra 30

35

27 18
14 21
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Ismétlés — lasd HF fluzet.

345678
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A szamok attekintése

A természetes szamok

I/1) Definicid - alapok
Nem definiadljuk a természetes szamokat. (Nem magyarazzuk meg pontosan, hogy
mik is azok.)

a)

b)

d)

Melyek ezek?
0;1;2;3;4 ... folytasd:

A természetes szamok halmazdanak jele — és egy kicsit a halmazokrél
N (vastag) vagy: N

Kézzel irva:

N ={0;1;2;3 ...} 5eN; =7¢N; 12,3¢ N; O N.

Ird le mellé ujra: 5e N

Itt Uj jeleket és fogalmakat tanultunk meg:

B={1; 3;5}: ez egy harom elem( halmaz. A halmaznak tehat elemei vannak.
C={2;2;3;5;5;5; 6;6}: ezegy négy elem(i halmaz, mert egy halmazban minden
elem csak egyszer szerepelhet. ird le helyesen:

C=

A halmazt, ha felsoroljuk az elemeit, akkor kapcsos zardjelbe tessziik azokat:
A ={1;3;5}v A=(1;3;5) &

5 € N Kiolvasva: ,,0t eleme a természetes szamok halmazanak”. Elegansan:

,az Ot természetes szam”.

Vagyis matematikdban mdasképp irunk a jelekkel, mint ahogy azokat
kiolvassuk. Természetesen a jelek sorban torténé kiolvasdsa néha nem hibas
(néha sajnos az), de okosabb ,,jol kiejteni a szavakat”, ahogy az angolban:
masképp irjuk és masképp ejtjuk.

—7¢N Kiolvasva: ,,a minusz hét nem eleme a természetes szamok
halmazanak”. Elegansan: ,a minusz 7 nem természetes szam”.
Ird le jellel: ,—10 nem természetes szdm”:

ird le jellel: ,a O természetes szam”:

Abrazoljuk ket szamegyenesen:

—
019 2 3 4 56 7 & 9101 *

Adjuk 6ssze 1-t6l 50-ig a természetes szamokat



I/2) Atizes és a kettes szamrendszer — bevezetve.

A tizes szamrendszerben 0-tdl 9-ig vannak alaki értékl szdmok, mert a 9 utdn
kovetkez6t mar nem egy (j jellel, hanem 10-zel irjuk le.

A tizes szdmrendszerben a helyiértékek a kévetkezdk: 10", 10", ... 103; 10%; 10%;
10°.

10* 10% 10% 10* 10°
Pl: 60315= 6 0 31 5 =6-10°+0-103+3-10%+1-10%+5-10° =
=6-10000+0-1000+3:100+1-10+5-1 = 60315

Lattuk mar a helyiértéket, alaki értéket és az ezekbdl szarmazé valddi értéket:
alaki érték x helyi érték = valddi érték
Pl.: a 6 valodi értéke az el6z6 szamban:

Nézziik meg a ,2-ES KASZINOT”

A kettes szdmrendszerben csak 0 és 1-es szdmjegy van.

Nézziik meg a helyiértékeket.

Vagyis vannak (jobbrdl) 1-esek, 2-esek, 4-esek, 8-asok, 16-0sok stb.:

2n 2n—1 23. 22. 21. 20.
Vagyis vannak (jobbrol) 1-es ZSETON, 2-es ZSETON, o o o
4-es ZSETON, 8-as ZSETON, 16-o0s ZSETON
2°-es ZSETON, 2%-0s ZSETON, 27-es ZSETON stb.

Zsetonokbdl allitsd 6ssze a 27 dollart:
CEL: A LEHETO LEGKEVESEBB ZSETONT HASZNALJUK!!!

A legnagyobb zseton, ami kell hozza: 1 db.
Utana milyen zseton van? Kell? db.
Utana milyen zseton van? Kell? db.
Utdana milyen zseton van? Kell? db.
Utana milyen zseton van? Kell? db.

Vagyis az 11011 szam a kovetkez6t jelenti:
28232721 2° 168421

11011,=11011,=

=1db. 16-0os + 1 db. 8-as + 0 db. 4-es + 1 db. 2-es + 1 db. 1-es =
1-16+1-8+0-4+1-2+1-1 = 27

ird le a 2-es szamrendszerbeli szam tizes szamrendszerbeli értékét — vagyis
,bevaltjuk a zsetonjainkat”:
2°2°2*8421

1101001, =
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Mennyit érnek a 10-es szamrendszerben a kovetkezd kettes szamrendszerbeli
szamok?

111:= 1011,=
1111,= 10101;=
10211,=

Prébaljuk meg ujra forditva!
Cél: a legkevesebb zsetont hasznaljuk.
Vagyis: mindig a lehet6 legnagyobbat haszndljuk fél!

[rjuk &t a 1010-et 2-es szamrendszerbe:
1010=1-8 + 0-4+ 1-2+ 0-1, vagyis 1010 = 1010;.

27 26 25 24 23 22 2] 20

16410 =,,256-0s nem jo, ezért”: 1 db 128-as. lxxxxxxx
272025 2% 23 22 21 20
Marad: 164-128 =36 Nem jé a 2°-onos (64-es) ezért: 10xxxxxx
272025242322 21 20
36 = 1-:32 +4, vagyis j0 a 32-es és marad 4 10l xxxxx

Nem jo a 16-0s (2%), a 8-as (23), ezért azok helyén 0 all.

22
4 = 1-4 (22), vagyis a 4-esek helyén all egy 1-es 10100100
és akkor elfogyott minden:
mar megvan a 164, tehat a 2-esek és 1-esek helyén 0 all:

164 = 1:128+0-64+1-32+0-16+0-8+1-4+0-2+0-1
16410 = 10100100:.

ird 4t a 93-at 2-es szamrendszerbe!



I/3) Mdveletek a természetes szamokon, a természetes szamok korében

a)

b)

A mindig elvégezhet6k: @ és & : vagyis két természetes szdm dsszege v.
szorzata tovabbra is természetes szam lesz.
Nem végezhet6k el mindig: — (kivonas) és az - (osztas)
A kivonas:
Nem végezhetd el mindig: ,Kivezet” az egész szamok kérébe:
Pl.: a3 -5 eredményét nem tartalmazzak a természetes szamok.
Pontosabb ugy mondani, hogy nincs olyan természetes szam, amelyet
5-h6z adva 3-at kapunk.
Hiszen a 3-5 azt kérdezi, hogy melyik az szdm, amelyet az 5-hoz kell
adni, hogy 3-at kapjunk.
Pl.: 10-7: melyik az a szdm, amelyet...

Az osztas:
Nem elvégezhetd el mindig:

,Kivezet” a racionalis szamok testébe (2,5 vagy % stb.)

Pl.: a 7:2 eredményét nem tartalmazzdk a természetes szamok.
Pontosabb ugy mondani, hogy nincs olyan természetes szam, amellyel a
2-6t megszorozva 7-et kapunk.

Hiszen a 7:2 azt kérdezi, hogy melyik az szam, amelyikkel 2-6t
megszorozva 7-et kapunk.

S6t: olyan szdmot sem taldlunk pl. a 10-hez,
amelyet négyzetre emelve 10-et kapunk.

Persze a 16-hoz igen: 4, és 100-hoz is: 10.
Vagyis az un. ,négyzetgydk vonas” mint mivelet: kivezet a természetes
szamok korébdl.

De nagyon sok szamhoz nem talalunk ilyet!
Példaul nincs olyan természetes, mely négyzete a22v.a 23 v.a 24

I/4) Egy kis szamelmélet, gyermekded mddon

a)

b)

Az oszthatdsag
pl: 6|54 mert |étezik olyan egész, mellyel megszorozva a 6-ot 54-et kapunk,
ez pedig a 9. Ugyanis: 9:6 =54
7198 mert 14-7 = 98. (Kiolvasva: 7 osztja 98-at, mert...)
5}t 23, mert nincs olyan egész szam, amivel az 5-6t megszorozva 23-at
kapnank.
Alap oszthatdsagi szabalyok:
Algebra A/IV/1-ben mar lattuk Gket.
Nem bizonyitjuk 6ket, csak elfogadjuk.
Mondjuk el széban az alap oszthatdsagi szabalyokat!

Az Osszetett szamok és az oszthatdsag velik
A primszdmokrél mar beszéltink.
Egység: 1
Osszetett szam: olyan nem 0 természetes szam, mely nem egység és nem
prim.
Vagyis 1-en és 6nmagan kivll van még osztdja: pl.: 4, 18, 63
65



66

d)

Vegylk észre, hogy egyetlen egy paros primszam létezik, a 2.

irjuk le az 50 és 60 kozotti Osszetett szamokat:

Osszetett szamokkal valé oszthatdsag

Mi oszthaté 12-vel? irj néhdny ilyen 7-re végz6d6 négyjegy(it!

Igaz-e, hogy ami 6-tal és 2-vel oszthatd, az 12-vel is?

Mi oszthatd 36-tal? irj néhany ilyen 4-re végz8dd négyjegy(it!

J6-e az, hogy ami 3-mal és 12-vel oszthato, az oszthato 36-tal?

Es az j6-e, hogy ami 4-gyel és 9-cel oszthaté?

Mi oszthatd 72-vel? irj néhany ilyen 0-ra végz8ds négyjegy(it!

J6-e az, hogyha 4-gyel és 18-cal oszthaté?

Es az, hogy 9-cel és 8-cal?

A relativ primek fontos tulajdonsagai

Relativ primek:

... két szdm relativ prim, ha az LNKO-juk 1. (a;b) = 1.
Pl.: (15;14) = 1 v. (15;28) = 1

Hasznuk az oszthatdsagi szabalyoknal.

Megfigyelés: 6|72 és9|72,de (9:6) 172

6] 90 és 9|90 és (9-6) 190
Vagyis ha 6 és 9 oszt egy szamot, még nem tudjuk, hogy a szorzatuk osztja-e a
szamot.



Allitds: ha két relativ prim oszt egy szdmot, akkor a szorzatuk is osztja a
szamot. Nem relativ primekre ez nem biztos hogy igaz.

41252 és9|252 és(9;4) =1, ezért: (9-4)=36(252

Osztja-e a 66 a 4818-at?

Mivel vald oszthatdsagot kell megvizsgalni?

1114818 6|4818 és mivel (6;11) =1, ezért 664818
Ezek alapjan mondjunk szabalyt arra, hogy valami

15-tel oszthato:

Pl.:

24-gyel oszthato:

PI.:

28-cal oszthatd

Pl..

12-vel oszthaté

Pl.:

Mondjunk —de ne irjuk le — néhany hibas szabalyokat is!

A ,relativ primség” haszna az LKKT-nél

Két relativ prim legkisebb k6z0s tobbszérdse (LKKT): a szorzatuk.
Ha két szdm nem relativ prim, akkor a LKKT-juk kisebb a szorzatuknal!
Ez hasznos a k6z0s nevezd megtalalasakor:

7 3

— =
12 5
7.3
36 20
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Az egyértelm( primfelbontas ujra
Tétel: Minden egynél nagyobb természetes szam egyértelm(in bonthato fol
primek szorzatara a sorrendtdl vald eltérés erejéig.

Vagyis két egynél nagyobb természetes szam akkor és csak akkor egyenld, ha
kanonikus alakjuk megegyezik.

Adjuk meg a 60 és az 560, és a 6800 ,,primtényezds foélbontdsat”:

Tehat: 60 = 2235 560 = 24.5.7 6800 =
6012 5602
30|a 280|2
1402
153 70 |2
5 |5 35 |5
1 7 |7

1

A most kimondott TETEL azt jelenti, hogy ha a természetes szamok kdrében
két kiilonb6z6 szamot felbontok primtényezdékre, akkor vagy lesz koztiik olyan
primtényezd6, amelyik az egyikben megtaldlhatd, a mésikban nem (pl: 12 és 21-
nél a 2 illetve a 7), vagy ha ugyanolyan primtényezG6ik vannak (pl: 50 és 20),
akkor legalabb az egyik prim mas hatvanyon szerepel a két szamban.

Ravaszul megfogalmazva: ,valamelyikben van olyan primtényez6, mely a
masikban mas hatvanyon szerepel” (pl.: 72, 73 vagy 7° és 73...)

VAGYIS: KET TERMESZETES SZAM AKKOR ES CSAK AKKOR EGYEZIK MEG, HA A
KANONIKUS ALAKJUK UGYANAZ.

Forditva nézve: ha figyellink egy nagy szorzatot:
22.3-5%.72.31 # 22.3.55.11-13°

lathatd, hogy nem egyenl&k:
hiszen t6bb sebbdl is vérzik a dolog:
el6szor is vannak kilonb6z6 primtényezék,
masodszor: pl.: az 5 mas-mds hatvdnyon szerepel.



I/5) Osztok
a) Szamok osztdinak jellemzéi
Ezt a pontot becsukott fiizettel, a tabldn kell végigvenni...

Adott a kovetkezd szam:  k = 40.

Hogy valtozik a primfélbontasa (még inkdbb: kanonikus alakja), ha
megszorzom 36-tal?

Vizsgaljuk meg:

k=40=235. 36=2%32%

k-36 = 40-36 = 1440 = 2°-3%.5,

Nyilvan mivel az 1440 felbontasat ugy is elvégezhetjlik,

hogy 1440 = 40-36, vagyis (23-5)-(22-3%2) = 2°-32.5,

ezért két db. 2-essel és 2-db. harmassal ,n6tt” a kanonikus alak.
igy lathato, hogy a szorzé (jelen esetben) a 36

a ,,sajat primjeit viszi be” a kanonikus alakba.

A 40 kanonikus alakja: 40 = 23-5.
Mi a 77-40 kanonikus alakja?:

Mi a 14-40 kanonikus alakja?:

Mi a 110-40 kanonikus alakja?:

22|22-3:11, mert (3:11)-22 = 22:3-11

6]22-3-11, mert 6 = 2:3 és (2:11)-(2:3) = 22-3-11
66(2%-3-11, mert 66 = 2-:3-11 és (2)-(2:3-11) = 22-3-11
Adott a kovetkezd szam: n = 445 500 = 22-3%53-11

Lehet-e osztdja a kovetkez6 szdm: (Ha nem, miért?)
70; 40; 75; 2%3° 22.3%52.11

70 osztja-e az n =445 500 = 22:3%53-11 szamot?

Mo.: 70 = 2-5-7. Ha a 70| 445 500 = 445 500 = n-70,
akkor: 445 500 = n-2:5-7,

vagyis a primfelbontdsaban ott lenne a 7-es szam.
Marpedig nincs ott... £ =70+4445 500
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40 osztja-e az n = 445 500 = 22-:3*53-11 szdmot?
Mo.: 23-5 Ha a 445 500 = k-40, akkor: 445 500 = k-23-5,
vagyis a primfelbontasaban
a 2 MINIMUM a 3. hatvanyon szerepelne,
de csak a 2. hatvanyon szerepel...
=40+445 500

75 osztja-e az n = 445 500 = 2%-3%53-11 szdmot?
Mo.: 75 = 3-52

Ha a 445 500 = k-75, akkor: 445 500 = k-3-52,

Ez jénak tlinik: mennyi a k?

445 500 = 22-3%53-11 = k-3-527(22-3%-5-11) -3:5%. v
—=75]445 500 mert van olyan egész (k),

amivel megszorozva 445 500-at kapunk, ez pedig a...

A 22-3° osztja-e az n = 445 500 = 22-3%53:11 szdmot?

Mo: Ha a 445 500 = k-22-3%; akkor: 445 500 = k-2%-3°,

vagyis 445 500 = 22-3%53.11 = k-22-35.

De sajnos igy az eredeti szamban a 3 legaldbb az 5. hatvanyon szerepelne...
Vagyis nem oszté.

Osztja-e a 2%-3%52:11 az n = 445500 = 22-:3*53-11 szdmot?
Akkor osztja, ha van olyan egész k,
amellyel megszorozva a 22:3%-52-11 szdmot 445 500-at kapunk!
445 500 = 22-3%5%11 = k-2%:3%5%11 =5-22-3%5%11 v
(Tehét k = 5)

Eszrevételek

Vegylk észre: akkor konnyl osztdkat taldlni, ha KANONIKUS ALAKBAN van
megadva a szam.

A szamelmélet alaptételét tovabbgondolva 6sszefoglalhatjuk a kbvetkez6t:
Egy természetes szam osztdinak kanonikus alakjgban csak az eredeti szam
primjei allhatnak, és maximum azon a hatvdnyon, amelyen az eredeti szamban

is szerepelnek.

Adott a kévetkez§ szam: B = 2°-33.54
(Huzd 4t az oszthatdsag jelét, ha nem igaz!)

2°:3% | Bszamot, mert:
13|B, mert:

22.3.53| B, mert:



d)

2-52 | B, mert:
2% | B, mert
24-33 | B, mert:
49 | Bs, mert:
10 000 B:

Mondj még két-két olyan szamot, amely osztja/illetve nem osztja B-t.

Gondolkodtatok

Hany 5-re végz6dd primszam van?

Tiz kilonb6z6 primet 6sszeszoroztam, lehet-e a szorzat: 8 999 999 999 991 ?

Osszeadtam az els6 100 primszamot: miért nem lehet az 6sszeg: 27562

FAKTOR
Def.: Egy természetes szam faktora: n! = 1-2-:3- ... -(n—=2)(n-1)'n.
Vagyis: 1-t6l a szdmig 6sszeszorozva a természetes szamok.

21 = 3= 4! = 5!=
6! = 7= 8!=
Ha tudom, hogy 9! = 362 880, akkor mennyi 10! ?

Vegylk észre: 81=8-7! (n+3)!=(n+3)(n+2)! nl=n-(n-1)!
(n=5)!=(n-5)(n—6)!

Mennyi faktorral felirva:

12-11! = 19-18-17! =
7t 191
16! 17!

20! -18-18! =
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20! egy nagy szam: 20! =2 432 902 008 176 640 000
A kanonikus alakjaban a 11-nek mennyi a kitevGje és miért?

A kanonikus alakjaban a 7-nek mennyi a kitevéje és miért?

Véletlenszerlin két csoportba szedem szét 1-t6l 100-ig a természetes
szdmokat: A, B (nem szlikségképpen egyenlé db-szamu a két csoport).
Osszeszorzom az A halmazban taldlhatdkat, a végeredményt Ila-val jelélom.
Ugyanugy létrejon: ITs. Lehet-e ez a két végeredmény egyenls?

e) AO-ravégzbdés:
7 448 000 = 7448-(2-5)(2+5)(2-5)
A =2°3%.11%138 hany O-ra végz6dik?
B =2°.52.38.11%13% hdny 0-ra végz6dik?

MI KELL A 0-RA VEGZODESHEZ:

I/6) Négyzetszamok
a) Melyek azok?

b)  Néhany feladat
Lehet-e négyzetszdm: 346 848

Lehet-e egy négyzetszam a kovetkezd: 28-510-1114?
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Lehet-e egy négyzetszam a kovetkezd: 2°-314.11°?

Lehet-e négyzetszam az 1000100017

c) A négyzetszamok végzidése illetve kanonikus alakja

Mik lehetnek a négyzetszamok végzidései, utolso jegyei?

Mi jellemz6 kanonikus alakjukra?

A NEGYZETSZAMOK KANONIKUS ALAKJABAN:

I/7) Szamok osztdinak , keresgélése”
a) 1. moddszer: parba allitas
60 osztoi:
1-60 (Az egység és bnmaga, amelyet ,nem valédi”oszténak hivunk.)
2-30
3-20
4-15
5-12
6:10
Honnan tudom, hogy véget ért? Valasz: ,

”

ird fel parba allitassal a 180 osztdit illetve a 400 osztdit
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b)

144 osztoi:
1-144 (Az egység és 6nmaga, amelyet ,nem
2:72 valédi”oszténak hivunk.)
3-48
4-36
6-24
818
9-16
122

Kérdés: melyek azok a természetes szamok, amelyeknek paratlan szamu
természetes osztéja van?

2. modszer az osztd kereséséhez: a kanonikus alakot felhasznalé fa-struktura

20 =225,
Csak olyan szdmok lehetnek az oszték, amelyekben nincs mas primtényezd,
minta 2 vagy az 5. A2 max 2. hatvanyon, az 5 max els6 hatvanyon szerepelhet:

frjuk le a két primet: 2%-5Y.

Pl.: 21.51 = 10 vagy: 21-5% = 2 vagy: 2°-5* = 10 vagy 2%:5'=20vagy 225°=4

Szisztematikusabban:
20.50 20.51
21.50 2Ll
22.50 22.51,

FAVAL:

d(20) =
Tehat az osztok: 1;5;2;10;4;20: 6 db.
De a darabszam mar szamolhaté volt, hiszen 6 kimenet van.

|II

irjuk fel a 60 osztdit ,fastruktirava



90=2-3%25

. 14 ., 7
Lehet-e a 14 osztdja 90-nek: ‘90 £. Miért. Mert:

, 7

és .
14 90
Vagyis a 7-es primtényez6 szerepel a 14 felbontasaban, a 90-ben nem.

. 8 2
Lehet-e a 8 osztdja 60-nak:

2. Pedi
0 g

és
8

10

lgenam, de a 8-ban: 3 db kettes szerepel, a 60-ban pedig csak kettd.

Vagyis mik lehetnek az osztok a 90 esetében?

Azok, amiket a 90 primtényezG8ibdl el6 tudok allitani. Hogy el ne veszitsiink
egyet sem, szisztematikusan kellene dsszeszedni 6ket.

Kénnyedén tudunk mondani sokat: 12, 15, 10, 20
Szedjlik 6ssze szisztematikusan, fastruktiraval.

201

3012

501

18 90

Mindegyik kimenet kulonb6z6, és minden lehet6séget lefedtlink, vagyis
megjelent az 6sszes oszto.

d(90) = (1+1)(2+1)(1+1) = 12

Hany osztéja van az 1440-nek — d(1440) =7

1440=2°-32-5 Az osztdék a csak ebbdl a hdrom primbél allhatnak eld, és csakis
ugy, hogy mindegyik kitevGje legfeljebb a szereplé legmagasabb hatvanyon
lehet.

Az oszték altalanos alakja igy: 2°°-39-2.50-1,

Példaul:

75



76

Erdekesség: a primfelbontdsbdl meg lehet mondani, hany osztéja lesz a
szdmnak.

Allitas: egy egynél nagyobb természetes szam osztdinak szamat ugy kapjuk
meg, hogy a kanonikus alak létrehozasa utan a kitev6khoz egyet adunk majd
ezeket az eggyel megnovelt kitevGket 6sszeszorozzuk.

n =2%3%7! Ennek a szdmnak hany darab osztdja van?

d(25:3%7")=

n =2%3%22.3% Ennek a szdmnak hany darab osztdja van?

d(25-3422:3%)=

Kérdés: melyik az a legkisebb természetes szam, melynek 5 db. osztdja van?

Eszrevétel: primhatvanyok osztéinak szama.



1/8) LNKO - LKKT

a)

Két vagy tobb szam LEGNAGYOBB KOz0OS 0SZTOJA (LNKO) - bevezetés
DEF.: Két v. tobb egész kozos osztdja az az egész, amely mindegyiket osztja.
Pl.: 60 és 80 k6z0s osztoi: 1;2;4; 5; 10; 20

Kénnyebben lathatdk a kozos osztok, ha a KANONIKUS ALAKOT nézziik:
Példaul legyen a két szdm: 1080 = 23-33.5 és 756 = 22.33.7

Mondjuk k6z6s osztokat:

Mondjuk olyan osztékat, melyek csak az egyiket osztjak — és magyarazzuk
meg, hogy miért csak az egyiket osztjak:

Irjuk az aldbbiak mellé, hogy ,jé” v. ,nem j6, mert...”
22
2:32
23
7
13
2-3%
22.3
22.7
22.33

Fogalmazzuk meg, hogy milyen kritériumok allnak a k6z6s osztdkra:

. Csak olyan primtényez6bdl allhatnak, amelyek mindkét eredeti szamban
szerepelnek

° Egyik ilyen prim sem szerepelhet nagyobb hatvanyon, mint barmelyik
eredeti szamban, vagyis az eredeti szamoknal szerepl6 legkisebb
hatvanyon lehet.

Jelen esetben a két szdm: 1080 = 23.33.5 és 756 = 22.33.7

Vagyis itt a KOZOS OSZTOKBAN
csakis a 2 és a 3 szerepelhet primtényez6ként (mert csak azok
szerepelnek mindkét szamban)
és a 2 kitev6je maximum ...... lehet,

a 3 kitevdje pedig maximum ................. lehet.

Vagyis megvan a LEGNAGYOBB KOzOS 0SZTO IS:
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b)

A 1158300 és az 143734500 szamokhoz keress olyan osztokat, melyek csak az
egyiket osztjdk, olyanokat, melyek mindkett6t, és keresd meg a Legnagyobb
K6z0s Osztot, az LNKO-t, VAGYIS: (1158300 ; 143734500) = ?

A kanonikus alakjukat kell figyelni: (23-3%.53.11-13; 22-3%.53.7-132)

22
2:32

23

7

13
23.3%13
2%.3.52.132
11-13

41
22.3%.53.13

Fogalmazzuk meg sajat szavainkkal, hogy a kanonikus alakokbol hogy
taldljuk meg az LNKO-t!

Az osztok lehetséges elSallitdsa: 20-2.30-4.50-3.130-1
Ez azt is jelenti, hogy a legnagyobbat, a 2?-34-53-13 az ésszes 0szté
osztani fogja!

Két vagy tobb szam LEGNAGYOBB KOzZOS 0SZTOJA (LNKO)

DEF.: Két v. tébb természetes szam Inko-ja: a kozos oszték kozil a legnagyobb.
TETEL: Az LNKO egyben KITUNTETETT KOZOS 0SZTO is: minden kdzds osztd
0szt6ja az LNKO-nak ES az LNKO MINDEN OSZTOJA EGYBEN KOzOS 0SzTO.

Pl.: (60 ; 80) =20 Agy az O0sszes koz0s osztd osztja a 20-at. Pl: 5|20 10|20
(756 ; 1080) = 108 igy az dsszes kdzds osztd a 108 osztdja

Két vagy tobb szam LNKO-jat ugy kapjuk meg, hogy a szamok kanonikus
alakjdban taldlhato kozos primtényezéket 6sszeszorozzuk a szerepld legkisebb
kitevgjikon.

(756 ; 3240) = (22-33.7; 23.34.5) =

HISZEN: a koz6s osztdk primfelbontasaban csak a 2 és a 3 szerepelhet, a 2 csak
a masodik, a 3 pedig csak az 3. hatvanyon



d)

Gyakorlasuk
(1200; 720) = (2%-3-5%; 2%-32.5) =
(48;30) = ( ; )=
(88;45) = ( ; ) = Vagyis 6k:
HAROM V. TOBB SZAM LNKO-JA:
(2%33.52.112; 2%32.5.7 ; 3253.7%) =
Az 6sszes ko6z0s oszto folirdsa

Tudjuk, hogy: Két szam kozds osztdiban csak a kozds primtényez6k
szerepelhetnek, mindegyik legfeljebb az el6forduld legkisebb kitevén.

Ebbdl az kovetkezik, hogyha pl.:
(756;1080) = (22-3%-7; 23-33.5) = 22.33 = 108
akkor: az 6sszes koz6s osztdban csak a 2 és a 3 szerepelhet primtényezéként
ugy, hogy a 2-nek 0-1-2 lehet a kitevdje, a 3-nak pedig 0-1-2-3: 20-2.303,
Es igy a koz0s osztok:

20.30 20.31 20.32 20.33
21.30 21.31 21.32 21.33
22.30 22:31 22:32 22:33
Es ezek természetesen mind a 108 osztdi.

Kovetkeztetés:
A KOZOS 0SZTOK 0SZTOI A LEGNAGYOBB KOZOS OSZTONAK.
VAGYIS A LEGNAGYOBB KOz0OS 05ZTO 0SZTOI ADJAK A KET SZAM
KOz0OS 0SZTOIT.

igy meg tudjuk mondani — akar fa-struktdraval félirni — két szam kozos
osztdinak szamat!

Kérdés: honnan latom két szam kanonikus alakjan azonnal, hogy relativ
primek?
Mo.:

Feladat: ird f6l a 350 és a 168 dsszes kdzds osztojat!
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e) Kétvagy tébb szdm LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROSE (LKKT) - bevezetés

El6zetes: Szamok KOZOS TOBBSZOROSE:
Mondjunk néhany tobbszorosét, illetve kdzos tobbszorosét a 12 és 18-nek.

Tobbszorosok:

K6z0s tobbszorosok:

Pl.: 12-18 = 216, vagy: 5-12-18=5-216 = 1080 stb.

frjunk még kdzos tobbszordsoket:

De van kisebb is, pl. a 108. De melyik a legkisebb?

Honnan latjuk, hogy egy szam tobbszorése 120-nak?
A kanonikus alakbdl jol latszodik: 120 = 23-3-5.

A 23-3-7 nem, mert:

A 22-32.53.7 nem, mert:

A 23.3%.5.7°.13,
IGEN, mert a 120-at (120 = 23:3:5) 33-7°-13-mal szoroztuk meg:
23.34.5.75.13 = 33.75.13.(23-3.5)

Mondjunk néhany tobbszordsét, és kdozos tobbszorosét a 24-nek és a 28-nak!

Tobbszorosok:

Koz06s tobbszorosok:

Erdemes a kanonikus alakjukat felirni, akkor kénnyebb minden:

Valasszuk ki a legkisebb k6z6s tobbszorost!



f)

Hogy talaljuk meg konnyedén a kdzos tobbszordsoket, és az LKKT-t?
Természetesen: A KANONIKUS ALAKKAL!
[504 ; 5808 ] = [23-32.7; 2%-3-11?]

Vizsgdljuk meg az alabbiakat

25.3%.7-11
243.73.112
28.36.54.74.115.13
243.73.112
2432.7.112

Nyilvan a 2-nek kell szerepelni és legaldbb a 4. vagy magasabb
hatvanyon.

3-nak: legaldbb a 2. vagy magasabb hatvanyon.

7-nek, mert az 504-ben szerepel... és legalabb az els6, vagy magasabb
hatvanyon.

11-nek: mert az 5808-ban szerepel... és legalabb a 2. hatvanyon, vagy
magasabb hatvanyon.

VAGYIS: legaldbb: 24:32.7-112; vagy barmi, ami ennél tobb/tébbféle primet
tartalmaz.

Vegylk észre, hogy igy a legkisebb kozb6s tobbszorésnek minden kozos
tobbszoros tobbszorose!

Tehat oo sok kdzos tobbszor lehet még:
P1.:210.32.7.11%19 , vagy: 2%-35.5%.7-112.132

[12; 54] = [22:3; 2-3%] = ? Milyen primtényezd legyen benne? Viélasz:
2*%-3Y, Legalabb hanyadik hatvanyon?
Vagyis: [12;54] =[2%3;2-3%] =
[120;16] = [23-3-5; 24 =
[1512;2205] = [23-33.7; 32.5.7?] =

HAROM V. TOBB SZAM LKKT-JE:
[2%-3-5%; 24.32.5; 32.53.74] =
Két vagy tobb szam legkisebb ko6z0s tobbszordse (Ikkt)

Az LKKT megtaldlasa: két v. tobb szdm legkisebb kdzos tobbszorosét ugy
kapjuk meg, hogy a szamok kanonikus alakjaban taldlhaté 6sszes kiilonb6z6
primet 6sszeszorozzuk a szereplé legnagyobb hatvanyukon.

Az LKKT igy KITUNTETETT KOZOS TOBBSZOROS is, vagyis az LKKT minden kdzos
tobbszoros osztdja (neki minden kdzos tobbszords tobbszordse).
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Relativ primek k6z6s tobbszorose:
[23-57; 3-113-13%] = 23-3-57-113-13% vagyis: a szorzatuk, mert relativ primek.

Relativ primek legkisebb k6z0s tébbszordse: a szorzatuk.
All.: (a;b)=1=[a;b] =ab

Allitas: két szdm legkisebb kozds tobbszorosét megkaphatom ugy, hogy a
szorzatukat elosztom a legnagyobb kdz6s osztdjukkal.

a-b
a;be Z\ {0}. Ekkor: [a;b] = ———. Elhisszlk...

(a;b)
Gyakorlas:
(100;280) = [100;280] =
(1200; 264; 1470) = [1200; 264; 1470] =

1/9) ~Gyakorlopéldak

a) Melyik az a legkisebb illetve legnagyobb kétjegyl szam, amelyre:
(2%23%5;a)=10

Mo.:

b) Milehetazxésy, ha (2x-33.5; 2°.3v.7) = 24.33,



d)

f)

g)

h)

Mennyi x, y, k, m, ha: [2%-32.53; 24.3V.5k.7M] = 24.33.53.7 |egyen.

[a;b] = 23-5%7 (a;b) = 2%:5 Mi lehet az a és a b?

[a;b] = 2%-3-52.7 (a;b) = 22:52.7 Mi lehet az ,a” ésa ,b”?

Mennyia-12;-11;-10...-1; 0; 1; 2; 3; ...; 10 szamok 6sszege?

Mennyi az elsd 20 természetes szam szorzata?

Mennyi 0-100-ig a természetes szamok dsszege?

Mennyi 100-t6l 200-ig a 3-mal oszthatd szamok 6sszege?
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j)  *Hany olyan kétjegyl szam van, amelynek kiilonb6z6k a szamjegyei?

k) Egy futéversenyen a fidkat 15 masodpercenként, <a ldnyokat 12
masodpercenként inditjak. Az elsé par egyszerre indul. Hiny mdsodperc mulva
indul Ujra egy fid-lany par?

) *Hany 0 all az els6 100 pozitiv természetes szam szorzata végén?

m) * Csalunk, vagy nem csalunk: megmutatjuk, hogy ugyanannyi természetes
szam van, mint amennyi paros természetes
° Mindenekel6tt gondoljuk meg a ,tobb”, ,kevesebb” ,egyenl6” fogalmat
véges halmazon.
Egy balban vannak lanyok és fiuk. Petike még nem tud szamolni. Mégis
taldlt egy jo utasitast a balozéknak, hogy elddntse, fiubdl v. lanybdl van
tobb. Mit mond nekik?

. Keressiink egy j6 parba-allitast a természetesek és a paros
természetesek kozott!



Az egész szamok
[1/1) Definicid és alapok

a)

b)

d)

Definicio

Az egész szdmok azok a szamok, amelyek folirhatdk 2 természetes szam

kiilonbségeként.
Pl.:

Az egész szamok halmazanak a jele
Jelik: Z Vagy:Z Kézzel leirva:
Z2={0;1,-1;2;-2;3,-3;4...}

Melyik a legnagyobb nem természetes egész szam?

Hanyan vannak? Tébb egész szam van-e, mint természetes?

Abrazolasuk szamegyenesen

4t —
G 543210 49 23 456 7 849101 *

NcZ
»A természetes szamok halmaza része az egészek halmazanak”

Vagyis N minden eleme Z-nek is eleme.

Uj jelet tanultunk: cilletve: € .

Adott a H halmaz. Abban néhdny elemet kijel6lve kapom az A halmazt.

Ekkor A — H vagy ACH

H.

Az alabbi abran mind az A, mind a B részei a H-nak, de az A nem része a B-nek.
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[1/2) A részhalmazokrél b6vebben

Definicié — Részhalmaz
Adott H halmaz. (Azt mondjuk, hogy) ... A részhalmaza H halmaznak, ha A minden
eleme eleme a H-nak is.

Definicié — Valédi részhalmaz: Adott H halmaz.
... az A valdédi részhalmaza H halmaznak, ha A minden eleme eleme a H-nak is, de
van olyan eleme H-nak, amely nem eleme az A halmaznak.

JELEKKEL:
Részhalmaz: Adott H halmaz. ... AcH < (V x€e A = xe H)
Valédi részhalmaz: Adott H halmaz. ...Ac H &((xe A= xeH) A (yeHSs yg A))

Mondjunk hétkdznapi példdkat részhalmazra!l
Pl.: Iskola 2 osztily: ha az elem a gyerek!
(Abban az esetben van egyenl8ség, ha az iskola egy osztalybal all...

Hangyak c Rovarok
(Biztos, hogy valddi részhalmaz, mert vannak pl. katicabogarak és poloskak is.)
79C7.a de 7.a¢7.a

Talalj még valddi részhalmaz relaciot!

A természetesek és az egészek viszonya: a € N = geZ.
Kiolvasva a jeleket: ha egy ,,@” szam eleme a természetes szamoknak, akkor abbdl
az kovetkezik, hogy az ,a” eleme az egész szamoknak is.
Rovidebben, értelmezve, olvasva:
,Ha ,a” természetes, akkor egész is.” , Ami természetes az egész is.”
»,Ha egy szdm természetes, akkor egész is” ,A természetesek egészek is”.

S6t: Nc Z (Valédirészhalmaza!)
Mert minden természetes egész is, de van olyan egész, amely nem természetes.

Venn-diagrammal: irjuk be a megfeleld helyekre a kdvetkezé szamokat:
-3; 7,0, 1 -100

FIGYELEM: a részhalmaz NEM eleme a halmaznak,
hanem az elemeibdl korilhatdrolhatd (ideiglenesen kijelolt, megfigyelt) halmaz.

Pl.: az osztaly kékszem( didkjai csak részhalmaza az osztalynak de nem eleme!
Mert akkor az egy 20 labu 10 fejl kékszem( Iény lenne — eléggé rusnya lehet,
és raadasul be se fér egy padba.



11/3) A —mindig — elvégezhet6 miiveletek az egész szamok korében.

Elvégezhet6:
Nem mindig elvégezhetd:

3
Az »kivezet” a racionalis szamok testébe. (pl.: 2,5 vagy —7 stb.)

Es még ott sincs olyan szdm, amelyet négyzetre emelve 10-et kapunk.

[ll. A Racionalis szamok és egy kicsit a ,Valds” szamokrol
[11/1) Definicié - alapok

a)

b)

d)

Definicio
A raciondlis szdamok azok a szamok, amelyek felirhatok két egész szam

hanyadosaként.

5 g —3 3 7
er<:>EIp;qezex=§ PI.:§:1,6 V. E:_E:_O’?’ V. 7:T

(lgy azok és csak azok, melyek felirhaték véges v. végtelen szakaszos tizedes
tort alakban.)
Melyek ezek a szdmok?

2 .o
g; -10,23; 0; 5; 1,23355 stb. (Mit is jelent a legutolsé: 1,2 =

1,2355355355... végtelen sok 355 van leirva.)

Van olyan szdm, ami nem raciondlis

Az a szam, aminek a négyzete tiz: nem eleme a racionalis szamoknak. Vagyis
nem irhato fel két egész szam hanyadosaként.

Az a szam, aminek a négyzete tiz:

Négyzetgyok 10 = V10 3,162 277 660 168 379 331 998 893 544 432...

S6t: ha egy kor sugara 1, akkor a félkor kerilete ~ 3,141592653589793...
Ez olyan fontos szam, hogy inkabb egy becenevet adtak neki: .

Jellk
A racionalis szamok halmazanak a jele: Q. Q (quotiens: hinyszor, mennyiszer)

Kézzel leirva:

ird le jelekkel: ,az egészek valddi részhalmaza a raciondlisoknak”:

Abrazoljuk szamegyenesen:

Olyan sir(in kellene pontokat dbrdzolni, hogy azt csak folytonos vonallal
tudjuk hudzni, de mégis nagyon lukacsos.
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1

sdrd: pl: 5—— (5,001) é 5—2_ (5002) kézétt is van szam: pl:
24 1000 1000

| 2

——+5——

1000 "1000 _5_15 _s 4915
2 10000

a+b

Az el6bb elvégzett mivelet: az a és b szamok szamtani kozepét

Vagyis két szam szamtani kozepe: 6sszeglik fele.
Ot darab szdm szamtani kdzepe: 6sszegiik 6tdde.

Szamold ki: a csalddod életkordnak szdmtani kozepét!

Megmutathatd, hogy a raciondlis szamok testéb6l nem vezet ki

alapmdvelet!

adta.

a négy

A szdmegyenes azonban nagyon lukacsos: tobb a luk, mint a pont, vagyis joval

tobb olyan szdm talalhatd a szdmegyenesen, amelyik nem racionalis!

I11/2) Az eddig megismert szamhalmazok viszonya

Nc Z;Zc Qc RHiszen: 5eQ, mert: 5 = ; = %

R: a valds szamok halmaza. Pl.: T, \/5

\/E az a szam, melyet négyzetre emelve 2-t kapunk? kb. \/E =1,4142...
ird be az abraba a kdvetkezd szamokat:

-10 0,75 \/g

4013 21 0
2 Q

-— T
3

RM\Q




I11/3) Felirasuk: tortként, vagy tizedes tortként

Minden véges v. végtelen szakaszos tizedes tortként felirhatd szam raciondlis. és
minden racionalis felirhaté véges v. végtelen szakaszos tizedes tortként.

2 - 13 = 1, 6 1 5 3 8 4
55 . 55 ) . &0
—=1,375 153 227, _7857142 e
40 3 7 7
3 0
1 10
Vegyuk észre, ha mondjuk 13-mal osztunk, 6 2 .

és a szam nem oszthatd 13-mal,
akkor legkés6bb a 12. osztds utan ,visszajon a maradék”:
21:13=1,615384 6 1538461538461...

De érdekes, hogy mar a hetedik maradék olyan volt, mint az elsé: 8.
Ezek mind véges, vagy végtelen szakaszos tizedes tortek.

De: 2,101001000100001... (két 1-es kdzott a 0-dk szama mindig n6 eggyel) végtelen,
nem szakaszos tizedes tort - nem racionalis szdm. Még nem tudjuk bebizonyitani.

Az a szam sem racionalis, amelyiknek a négyzete 10, vagyisa /10

S6t: azon a szamegyenesen, amely pontjai a racionalis szamokat jelolik, és amelyet
igazabdl csak egy vonallal tudunk jeldlni: nagyon sok ,,luk” van, tébb, mint amennyi
pont!!!

[11/4) Az elvégezhetS miiveletek a racionalis szamok testében

A racionalis szamok testében mindig elvégezhet6 mind a négy alapmlivelet, vagyis
a négy alapmdvelet nem vezet ki a racionalis szdmok testébdl.

De sajnos — egyelGre nem bizonyitjuk — még koztliik sincs olyan szam, melyet
négyzetre emelve 2-6t, vagy épp 10-et kapnank, vagyis a négyzetgydkvonas nem
végezhetd el.

Es ha egy kérvonalat kiteritiink a szimegyenesen a 0-tél: az utolsé pontja egy luk a
szamegyenesen...

[11/5) A valdés szamokraol

,Definicié”: Avéges v. végtelen (szakaszos v. nem szakaszos) tizedes torttel felirhatd
szamok a valds szamok.

A legtobb valds szam nem irhatd fol két egész szam hanyadosaként!
Minden racionalis egyben valds is, de nem minden valds racionalis!

K6zottiik nemcsak a négy alapmdivelet végezhet6 el,

de példaul barmely nemnegativ szamhoz talalhaté olyan valés,

amelynek négyzete az adott nemnegativ szam.

Pl.. 3xeRs x*=2.Esezazx¢Q. x=1,41421356237309504880168872421...

A valds szamoknak madr , kolcsondsen egyértelmin” meg tudunk feleltetni minden

pontot a szdmegyenesen.
igy a szamegyenes mar nem lesz ,,lukacsos”, mint a raciondlis szamok esetén.
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Avalés szdmok jele:R. gy R>Q>Z>N.
Irraciondlis szamok: a nem raciondlis valdsak: R\Q

Amikor szamokroél beszéliink, akkor a valés szamokat értjik rajta.

Ha szlkiteni akarjuk a kort, azt kiilon jelezni kell: pl. ,,egész szdm”
Erdekesség: természetesek — egészek — racionalisak: ugyanannyian vannak, de
a valdsak 6sszehasonlithatatlanul tébben vannak naluk!

IV. Egy kicsit a halmazokrél
IV/1) Halmaz megadasa
a) Elemeifelsorolasa: A ={2;5; 13}, B = {I6; virus; telefon}

A sz(ik csaladod halmaza = {

0-t6l 10-ig a primek halmaza:

B={

b) ,AkoOzelebbi osztaly, és az elemekre jellemz6 vonas”
Legtobbszor nem lehet felsorolni az elemeket. Ezért vesziink egy nagyobb
halmazt, és megmondjuk, hogy milyen utasitas jeloli ki a kivdnt halmazunk
elemeit.

. A ,lovak” definicidja:
Allat, amelynek négy laba van és nyerit:
C = {xe dllatok | x-nek négy laba van és nyerit}

,Genus proximum et differentia specifica”
Legkozelebbi nem és megkiilonboztetd jegy

o Egész szamok, melyek 4-gyel oszthatdk: D = {neZ| 4|n}

o Adott Q pont és r szakasz: K= {PeS|PQ =r}
Mi ez?
Mondjuk ki szavakkal: ,,Azon pontjai a siknak, melyek egy adott Q
ponttdl r tdvolsagra vannak.

Rajzolj le sok pontot beldle: a Q adott, és r=2 cm.
Vagyis ez a:

r = radius, vagyis:



IV/2) Venn-diagrammal térténd rajzolas
a) Rajzoljuk fol az osztalyba jaréo K = kék

szem(iek és az N = németil tanuldk
halmazat. Alaphalmaz a H = osztaly.
Mindenhova irjuk  egy-egy  gyerek
monogramijat.

b)  Rajzoljuk fel a A = 6-tal B = 10-zel oszthatd
szdmok halmazat. Alaphalmaz: N.

Vegylk észre:

A =a 6 tobbszorosei...

B =a 10 tobbszorosei...
Vagyis @ MEtSZELUK: ...eevveecee et esstie e e e ere et e st seraens

IV/3) Halmaznak minden tipusbdl csak egy eleme van
Vagyis a MATEMATIKA sz6 betlinek halmaza:
H={ } [H| =
Szavakkal: a H halmaz szdmossdga hat.

ird fel az osztaly halmazanak szdmossagat:

Ird fol a ,,elemekkel” betliinek halmazat, majd add meg a szdmossagat:

IV/4) Ures halmaz és a halmazok metszete
Def: azt a halmazt, amelynek nincs eleme, lires halmaznak nevezzik. Az (ires halmaz
szamossaga, elemeinek a szama: 0.
Jele: @.

IV/5) Felrajzolasuk

Ha 2 vagy tobb halmazt rajzolunk fol, akkor elsé nekifutasnak — ha a jézan ész
masképp nem diktdlja — ugy rajzoljuk fol 6ket, hogy mindnek legyen metszete.
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V.

VI.

Gyakorlas

V/1) Eldontendé kérdések (Igaz/Hamis)

a)
b)
c)
d)
e)
f)

8)
h)
i)

j)

k)

Ami racionalis, az egész is. ...............
Minden egész felirhato két egész szam hanyadosaként. ...............
A Oirracionalis szam. ...............

Van olyan valds szam, amelyik felirhato két egész hanyadosaként. ...............
Két racionalis 6sszege racionalis. ...............

Két természetes kilonbsége természetes. ...............

A 1 felirhato két egész szam hanyadosaként. ...............

Két egész 6sszege racionalis. ...............

Ha az egészekbdl elveszem a racionadlisakat, akkor & -t kapok. ...............

Egy racionalis szdmhoz mindig taldlhatd egy madsik racionadlis szam, melynek
négyzete az eredeti racionalis szam. ...............

V/2) Venn-diagramok ,feltoltése” elemekkel

Cimkék: R;Q;Z, N
ird be a cimkéket, rajzold be a hidnyzé ellipszist, ird be szamokat, majd satirozd be

az ures halmazt!

13 .. 03
— 0.3527 ,

5

0 -48 -43 7
0,123456789101112...

T J5

Egyéb muiveletek a racionalis' szamok testében

VI/1) Szam és ellentettje

Def.:

Egy szam ellentettje a szam —1 —szerese.

Pl.: 12 ellentettje: =12. O ellentettje 0.
(Vigyazat: ne keverjlk 6ssze a reciprokkal...)

VI/2) Szam és abszolutértéke

Def.:

Ha egy szam 0 vagy pozitiv, akkor az abszolutértéke 6nmaga, ha negativ akkor

az ellentettje.

|=5]

=5 I5] =5 |0] =0

Melyek azok a szamok, amelyekhez hozzdadva abszolutértékiiket 0-at kapunk?

Melyek azok a szamok, melyek abszolutértékének ellentettje 6nmaguk: —|x| = x



VI/3) Szam egészrésze
a) Def.: Egy szam egészrésze a ndla nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb.
b) Erdemes szamegyenesen figyelni

Egészrésze: -1

Szdm: -0,2

-5 -4 -3 -2 -1 l} 0 1 2 3 4 5 6 7
c) Jele: [x]
d) Gyakorl3s:
[5,3]= [5]= [4,999] = [0,63] =
[0] = [-2,8] = [-0,48] = [-123] =

[-122,76] =

Itt hasznos a vegyestort:
_2} _ {ﬁ} _
L7 7

i 2}_ - 25]

7 7
124 _ 12
125 11

e) lgaz-e, hogy két szam egészrészének Osszege egyenld a két szam Osszegének
egészrészével?
A kérdés azt jelenti, hogy ,barmely két szdm ...”.
Vagyis ez nem igaz, mert vannak olyan szdmparok, amelyekre ez nem igaz.

Pl.: 4,5és 5,6

Kiszamolva: [4,5+5,6] = [4,5]+[5,6] =

Kilonbségnél sem: 3,1 —4,9. Szdmold is ki!

Matematikaban a mlveletek legtobbszor nem folcserélhetSk, habar a didkok

ezzel nem akarnak tor6dni — vagyis nem érnek ra toérédni, gyorsan
Osszecsapjak és szaladnak a grundra vagy a facebookra... Az eredménye
pedig...

Példaul: (3+5)2 = 3% + 52
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f)  Intervallum abrazolds szamegyenesen, és jelolése

Mit jelent: xe [2,8 ; 10]

o
7 6 5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xe[-5; 4,7
o
7 6 5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xe]0; 6,5]
o
7 6 5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xe [-5; -3
VS
7 6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xel-7;6,75]
S

7 6 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
g)  Argumentum visszakeresése
[x] =4 Mennyi az x?

[x] ==5 Mennyi az x?

VI/4) Szam tortrésze
a)  Def.: {x}:=x—[x] Szam minusz egészrésze - vagyis: ,Az egészrészétdl vett
tavolsaga”
Vegyiik észre: MINDIG 0 vagy POZITIV ERTEKU

{7,8}=7,8-7=0,8 {0,29} =
{100,07} = {3t=
VESZELY: NEGATIVAK TORTRESZE

{-5,6} = {-4,8} =
{-2,2}= {-4}=

Vegylk észre: mindig kisebbet vagy 6nmagat vonjuk ki, tehat a végeredmény
MINDIG pozitiv!

Ugy is el lehet képzelni, hogy a hozza legkdzelebb ess, ndla nem nagyobb
egésztdl vett tavolsaga, vagyis az egészrészétdl vett tavolsaga: x—[x]

0,4 0.2 0.8 0.8 04



b) Gyakorlasa
{1,23} = {10} = {100,001} =
{-2}= {-1,7}= {-0,08} =

U5 G

3 -
-2 )
- =
\ 2,9}:

Eszrevétel: minden egész szam tortrésze:

Melyik az a legkisebb pozitiv szam, amely tortrésze 0?

Mekkora lehet egy szam tortrésze? (A valasz nem egy konkrét érték, hanem
érdemes a korabban tanult intervallumot hasznalni...)

[X] =3 Minek eleme az x?

{x} =0,2 Mi lehet az x?

VI/5) Szam ,elGjel-fliggvénye”, szignuma.
Definicio
1 hax>0
sgn(x)=40 ha x=0
—1ha x<0
Gyakorlasa:
sgn(0,7) = sgn(13) = sgn(0) = sgn(-5,2) =

Az x akarmi is lehet, mennyia: sgn(x*+1) =
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VII. JELEK JELEK JELEK
VII/1)  Jelek neve - ird mellé a pontozott vonalra kézzel

V: minden, BArmelY ..o
€ : eleme & :nNemM eleme .
Pli XE IR et ettt e e ettt et te e s eeeanraeeean

Vagyis: ,x eleme a valds szamok halmazanak”
Elegdnsabban: ,x valés szam”
d: [étezik (olyan), van (0lyan) e e

A nem létezik (olyan), Nincs (01Yan) oottt

d! egyértelmden létezik (olyan) (pontosan egy olyan ... van):

—s : olyan hogy (a nyil a ,vonalon” halad:

Pl: FaIMa — PIF0S ot e e e
»Létezik olyan alma, hogy piros”
Szebben: ,Van olyan alma, amelyik piros”
Még szebben: , Van piros alma”

= < MM kovetkezés jel:
,-bol kovetkezik”; ,esetén”; ,ha ... akkor ...” stb.
XEQ=XER. e,

,Ha x eleme a raciondlis szdmok halmazdanak, akkor x eleme a Valds
szamok halmazanakis”

Szebben: ,Ha x racionalis, akkor valds is”. vagy: ,,Minden racionalis
szam valos.”

Visszafele nem biztos, hogy igaz: Xe R & XEQ .ccccovvvvccevvvvvieicencnnn,
(Ha valami raciondlis, abbdl még nem kovetkezik, hogy valds is)
Vagy: 10|a = 5]a. De visszafelé mar nemigaz: 5|a # 10|a

< . akkor és csak akkor; pontosan akkor
VEZ S [Y] TV ettt st er e e
Vagyis ,,y akkor és csak akkor egész szam, ha egészrésze = 6nmagdval.”
»,EgY szam pontosan akkor egész, ha 6nmaga az egészrésze”
A:és v:vagy ,mosttanulok v nydron tanulok”
»szorgalmas vagyok A rendes vagyok”

Figyelem: matematikaban a, vagy” nem ,kizdré vagy”: A ,,moziba megyek vagy
uszodaba” jelentheti azt is, hogy ide is és oda is megyek...

Igy ha azt mondod écsikének, hogy ,,vagy a Milkdt eszem meg, vagy a Kinder
tojast”, majd befalod mindkettét: nem hazudtdl... matematikailag...



VII/2)  Halmazok jelolése, megadasa
A; B; C stb. Vagy: elemeik felsoroldsaval, de akkor 1 elem csak egyszer szerepelhet:
Pl.: a MATEMATIKA sz6 betlinek halmaza: H={M; A; T, E; |; K}

@ ={}: Ures halmaz az a halmaz, amelynek nem létezik eleme.
Pl.: azon emberek halmaza, akik mar jartak a Marson.

|D] =0 |{}] =0 (Ureshalmaz szdmossdga 0) de: |{@}| =1
(Ez utdbbi olyan, mintha egy szekrényben volna egy dolog:
egy ures szekrény.)

VII/3)  Szamhalmazok kapcsolata; kivonds
N c Q (A természetesek szamok halmaza valddi részhalmaza a racionalis szamok

halmazanak)
Vagyis: (VneN=neQ)A(IxeQ - x&N)

IO 18 KEZZEI: oottt et e et e e ees et ee e
Halmazok kivonasa: A halmazelméleti ,minusz” jel: '\

Z \N: Z Osszes olyan eleme, amely nem eleme N-nek.
(Jelen esetben: Z\N ={-1;-2; -3; -4... }
Magyaran: ,A nem természetes egészek” v. , A negativ egészek”

Z\Q = s,

Z\{0} = a nem nulla eg€Sz SZAMOK ......ccoeevreeeeereeeitiotierineeee et esaenn,

Q\Z = a nem egész racionalis szamok  ......cccceveeeeieecce e,

VII/4)  Egyéb jelek a szamoknal

RS R Z50N" Q0, Sth. i e
Az egészekre, természetesekre altalaban az abc els§ betlit hasznaljuk: a,b,c,d,...t,
u.

A valésakra: x,y,z,v,w
A racionalisakra barmelyiket.

A ,bdrmely szam” kifejezést mindig a legtdgabb halmazra kell érteni. Alapvetén a
valdésakra. Tehat pl.: barmely olyan szam, ...: VxeR...

VII/5)  Gyakorlasuk

a) ELOSZOR iRD LE KEZZEL AZT, AMI OTT VAN, MAJD SZAVAKKAL.
Ha allitas, dontsd el, igaz-e! (1 v. H)
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b)

~

Def.i XEQ S T P/GEZ 5 X = T ettt
q

AXEQNZ S {X} = {L0X} oo

BIXE QU 5 X2 =5 e eeseeseseese s eesesessesseesessseaseeseasesessessssssseseaseseasessesesasensbaseeneneneans

ird fol jelekkel

Def.: Részhalmaz: Azt mondjuk, hogy A halmaz része B halmaznak, ha A
minden eleme B-nek is eleme. (Ez j6 definicio, fejbdl kell tudni!)

Def.: Valddi részhalmaz: Azt mondjuk, hogy A halmaz valédi része B-nek, ha A
minden eleme B-nek is eleme, és van olyan eleme B-nek, ami nem eleme A-
nak.

Ami természetes az valods is.
Proba:

Jol:
Van olyan racionalis szam, amelyik nem egész.
Préba:
Jol:
Barmely nem nulla természetes szam reciproka raciondlis.
Préba:
Jol:
Létezik olyan irracionalis szdm, amelynek a négyzete racionalis.
Proba:
Jol:
Barmely két raciondlis szam szorzata racionalis.
Proba:

Jol:
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Ha egy szam egészrésze kisebb 6nmaganal, akkor az nem egész.
Proba:

Jol:

Egyértelm(ien létezik egy olyan pozitiv természetes szam, mely négyzete
Onmagaval egyenlé.

Préba:
Jol:
Nincs olyan raciondlis szam, amelynek a négyzete hét.
Préba:
Jol:
Egy nullandl nem kisebb, de 1-nél kisebb szam tortrésze 6nmaga.
Préba:
Jol:
A szorzas nem vezet ki a természetes szamok kérébdl.
Préba:
Jol:
Ha két természetes szam osztja egymadst, akkor 6k egyenlék.
Préba:
Jol:
Egyértelm(in létezik egy olyan nemnegativ valds szdm, mely négyzete 3.
Préba:
Jol:
Barmely raciondlis szam el6all két egész hanyadosaként.
Proba:
Jol:
10 barmely pozitiv egész kitev6s hatvanya el6all két négyzetszam O0sszegeként.
Préba:
Jol:

Egy egynél nagyobb természetes pontosan akkor prim, ha 1-en és 6nmagan
kivlil nincs osztdja.

Proba:
Jol:

Oszthatdsag definicidja: Legyen a és b egész. Ekkor a osztja b-t akkor és csak
akkor, ha van olyan egész, amellyel megszorozva a-t b-t kapok.

Préba:

Jol:



Hatvanyozas

Definicié és azonossagok 6 ————=Kitevd
I/1) Bevezetés Alap =——5§

23:22.22=8
54 = 5.5.5.5 = 625
(=10)° = (~10)(~10)(=10)(~10)(~10) = —100 000 Az egesz egyutt:

hatvany
16= 0°=

I/2) A ,hatvany” definicidja

1. 2. .
Def.: aeR; neN\{0;1} = a": = a-a-...a (,Olyan szorzat, mely a tényezi: n db. ,a”.

,a"” az alap, ,n” pedig a kitevé. Olvasd: ,,d az n-ediken”, vagy pedig: ,,d ad n”.

a?=,d a masodikon” v.  ,a négyzet” ,ad ad kett6” =qg-q.

a®=,d a harmadikon” v. ,a kéb” ,d ad harom” =g-a-qa.

a*=,4d a negyediken” ,0 ad négy” =g-a-a-q.
K , , . 1. 2. k. ,

a“ =,,d a kdadikon” =a-a-..a ,aadk”

stb.
s s , ’r . 4 (34) 3 4
Zardjelezés, mlveleti sorrend: 2° = 2" '# (2 )
ugyanis: 2* = 2(3 ) 281=2417 851639229 258 349 412 352 (25 jegy)
mig: (2°)" = 8" =4096
I/3) Hatvany szorzat alakban — szorzat hatvanyalakban

a) Konkrét szamokkal

1=1.11111=___ 72=777=___ 2,53=2,52,5:2,5 = 15,625
0%= = (-1,7)*=(-1,7)-(-1,7) = 0,2%=

De: -3%= Mert a hatvanyozas megel6zi a szorzast! (-3 =-1-3)
1,22=__ (-3)5 =

(~10)* = -10*=

WA —
7 IANYIAW
Mdveleti sorrend:

6+2-5 = 6+(2:5) =
3:2°=3(2)=332=96#(3-2)° =

Vagyis el6szor a hatvanyozas,
utana a szorzds-osztas,
végll az 6sszeadas — kivonas.

b) Jelekkel:
XXX = a-g-a-a-a = 4-4-4-x-X-X"X =
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I/4) Azonos alapu hatvanyok szorzata

a)

b)

Bevezetése

24.2°=(2:2-2-2)/(2:2:2:2-2) = 2:2:2:2:2:2:2:2:2=2°. 4db + 5 db =9 db!
Eszrevétel: a kitevSk 6sszege lesz a végeredmény kitevdje.

32.3%.33=(3-3)(3:3-3-3)+(3-3-3) = 3-3-:3-3-3-3-3:3-:3 = 3°. 2 db+4 db+3 db = 9 db!
Eszrevétel: a kitevk dsszege lesz a végeredmény kitevdje.

Azonos alapu hatvanyok szorzata
Monddka: azonos alapu hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az alapot a kitevék
Osszegére emeljiik.

ird 4t a hatvanyokat el6szor zardjelbe szorzatokka, majd ird 4t hatvanyalakbal
232522 =

32.38.30.3 =

(=7)*(=7) =

Itt elég a végeredmény: 27-3-2°.73.34.3.76.70.22 =

Figyelem: a végeredményben mindig elészor a szamokat irjuk névekvé alap-
sorrendben (,,kanonikus alak”), utana a betliket abc sorrendben.

Még egyszer a negativ szamok hatvdanyadrol:

(-3)*= — paros db. negativ szam szorzata: pozitiv
(-2)° = — pdratlan db. negativ szdm szorzata: negativ

—26=(-1)-2%=(-1)-64 = —64 mert 2%-on van megszorozva —1-gyel.
x*(=2)7-(-28)-a%x*-a%x = a-5mxk-a0-58.a2.xP-a% =

55.24.38.5k.2.3n.5.20.3n =

I/5) Azonos alapu hatvanyok hanyadosa és az egész kitevék
Eddig csak: ne N*\{1} kitev6k voltak!

a)

b)

Bevezetés
27
2 2222222 _
oA 2.2.2.2
27
22222222 _
2 2.2.2.2.2
28 8
3 (=5 _
317 (_5)6

Monddka: azonos alapu hatvanyokat ugy osztunk, hogy az alapot a kitevok
kialonbségére emeljiik.

Gyakoroljuk:
177:17° = (-2)%%:(=2)8 = 2013:20%° =
8
2
10%0:108 = 78:7° = 5 =
2
714 07
153:15= ?: = E =



w
~

w
)

15*.15%°
15" .15°

w
w

w
~

Az el6z6 allitds alapjan gyanus kitevék jelennek meg:

6
¥ 222227 ye0_ 55552016

2? Z-7

26_2.2.2.2/.,2/.,2(_ 63999 = 93

E e =263=2.2.2=23=8
ZG_ZZZZZZ _ ~6-5_ _ A1 _

I 0 o B

2 _ 222277 _ee_q1_s0_

¥ dZdzZ47 0 T

2 2222727 _ 67 _2_1=_=1

2 2.2-2-2-2-2-% 2" 2

2 227272727 =25-s_i=2_z_i=l
2 227222227 22 2> 4
2_6= Z2-2-2-2-2-7 =26—9=L=2—3=i=1
2’ 222222277 2:2-2 2> 8
> _L i
2 B B -

Gyanus kitevék, hiszen hogyan szorzunk valamit 6nmagaval 6ssze 1-szer, O-
szor, vagy épp —3-szor?!

Definicio: az 1. és a 0. kitevé:
aeR = a': = a. Vagyis: Minden szdm 1. hatvdnya legyen maga a szam.

Pl.: 10 = (-34,2) = 0'= 1= (-1)=
ae R\{0} = a°: = 1. Vagyis barmely nem nulla szdm nulladik hatvanya: 1.

Mivel ez definicid, ezért nem bizonyitjuk, de a motivacidja a kdvetkezd:
10

=G = 610710 = 69 (Az el6z6 &llitas alapjan.).
Vagy: 3°-3%=3°"0=3, Vagyis 3° csakis 1 lehet.

Pl.: 2,40 = (=5)° = 10= (-=100)° =
Vigydzat: 0° £ Nincs értelmezve!

50,53 - 31.33 =
Figyelem: mindig az el6jel meghatdrozasa az elsd!
-3°32= (=5)°-(=5)°(-5)" =
(-2)%(-2)° = -2*(-2)°2*
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d)

Definicid: Negativ egész kitevék: ac R\{0}, ke N = a*: = ik

a
5 1 1 .1 1
Pl: 2° =====0,125 5%=—=—-=0,0016
2> 8 5 625

Motivacidja:

° 1 1 1
5‘2=5°‘2=5—2=—2=—=0,04 5‘2=54‘6=5—6=—2:—:o,04

58 5 25 5 52 25

Vigyazat: a hatvanyozas végeredményének el6jele csakis az alap el6jelétdl és
a kitevd paritasatdl fuigg, semmiképp sem a kitevd el6jelétél! Erdemes el&szor
az elgjellel ,,elbanni”!

(1) 1

-11° 117

2 =2—15 =0,03125 52 =
1 . 1.

(_5)4 - 673 -

BT %

A 0 hatvanyai. (Nézzlink vissza az el6z6 pontokra!)
0%= 03= 0%= 0l= 0°=

0-nak csak pozitiv természetes kitevdjd hatvanya lehet, és az érték minden
esetben 0.

I/6) Azonos alapu, egész kitevdjii hatvanyok szorzata, hanyadosa

a)

b)

Bevezetés
1 2:2:2 1
22.27=2". == = =27 akitevbk: 3+(-7)=-4 v
2" 2:2.2:2.2:2.2 2:2:2:2
1
7° B 1 o,
F:T:?'7 =7° AKkitevok: —3—(—5) =2V
7°
Ugy tiinik, ugyantgy miikédnek a szabdlyok, mint a pozitiv kitevénél.
. 1 1
Ird Ggy, hogy ne legyen tort: ? = 2—4=

Tétel pontosan, jelekkel:
acR\{0}, k; neZ= a™ak=a""illetve a™ak" P ank,

Példaul:
2427 =287 =223=0,125 illetve 2%27=247=211=2048



Figyelem: érdemes el6szor megallapitani az el§jelet!

510_5—12 - 5—2 - iz zi =0’04
5° 25
1278.128=

(-2)%(-2)"° =

576-(-5)° =
274271 =
Gyakorlas

X—3

10% 0,001 =
53.57 =

X = 102.10% =

1000-10°° =

7—20 . 7—15 -

1517 =
37°:3%=

10510 =
3637 =

0,01-107* =
1071075 =

Figyelem: a sorrend: primtényez6 névekvé sorrendben, majd abc.
(-7)-b™3-a%-2°-b"-78-3%-27 = a322.3%27 .373.3 =
(—3)%27°.33.73.2.73.78.3 = 572.32.3%.275.50.274 =

Ne legyen se zdardjel, se tort! Figyelem: el6szor az elGjelet érdemes
meghatdrozni, azt leirni, és utdna az el6jellel mar nem kell foglalkozni!

52 B 5—2 B 52 B
5 5 53
57 1 b’
53 3 b
o 52 (-5) _
CZ 5—3 (_5)—4
-y v _ 1_
(_y)—3 —4 53
1 -2
54 o v
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I/7) Szorzat hatvanya

a)

b)

Bevezetés: az alabbi két mivelet oda-vissza mikédik!
(2:5)3 = (2:5)(2:5)(2-5) = 2:5-25-2:5 = 2-2.2.5.5.5 = 23.53 &g visszafelé is!!!
1 1 1

o - §.§=2‘3-5‘3 - visszafelé is!

(2:5)3= = az el6z8 sor alapjan =

(25

Monddka: Szorzatot ugy hatvanyozunk, hogy a tényez6ket az eredeti
hatvanykitevére emelve 6sszeszorozzuk.

Vagyis: a,be R\{0}, ke Z = (a-b)* = a*-b*.
(2-5)4=24.54 (7-10)3 = 731072
(10)4=(2-5)% = 2%.54 (70)3=(2:5-7)3=23.53.73
Most mdr negativ kitevdjii hatvdnyokra is kimondhatjuk a megszokott tételt!

zre rr

Monddka: Azonos kitevGjli hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az alapok
szorzatat a k6zos kitevore emeljiik.

2>3°=(2:3)°=6° 1174107 = (11:10)* = 110"

Gyakorlas: Ne legyen se zardjel, se tort. Ami nem kanonikus alakban van, azt
kanonikus alakra hozni, ami abban van, ott a végeredmény egy hatvany
legyen.

103 = 47.37 =
(30) = 4275 =
1 1
8125 00
157 = 37.57 =
(14)3 = 1000%=
54.26 = 27.55 =
53.27%=

Kanonikus alak: 144000 = (2-2-3) 2:(2-5)3 =
22 500000 = 3500000 =

19600 = 3240000 =

Minta: 48-25-50 = 3-2%.5%.2-52 = 3.2°.54=3.2.24.5% = 6:(2-5)* = 60 000
32-75-75-25 =

15324 =

216-225 =

Negativ szamok hatvanyozasa ujra:
(-3)*=(-1)*3*=1-3"=81 (-3)°=(-1)%3°5=—35=-243



d)

(~1)2= =1 (<15 = =-1.

(1) (-1
Vagyis kimondhatjuk, hogy: (-1)P¥s=1 és (—1)rératlan=_1
(-4)°> = (=5)*=
(-=5)*= (-12)7=

Tehdt: negativ szam pdratlan kitevds hatvdnya negativ, pdros kitevds
hatvdnya pozitiv értékd.

A O-ra végz6dés
12000 =12-10-10-10

Eszrevétel: Egy szam annyi O-ra végzédik, ahany tizes szorzétényezé van
benne.

12000 = 2°-3-53, Hol van itt a 10-es szorzd?
Hat itt: 1200 = (22-3)-(23-53) =, (22-3)-(2-5)3 =

Hany O-ra végzddik: 27-33.5% =

Hany O-ra végz6dik a 15! ( = 1:2-3-4-5-...-:14-15)

Mo.: 15! : = 1-2-3:4:-5:6-...-14-15. A annyi 0-ra végzédik, ahany 10-es
szorzotényez@ van benne. Ez pedig ahany (2-5)-0s par van benne a kanonikus
alakjaban.

2-es sok van, de 5-0s: csak az 5, a 10, és a 15-0s tényezd miatt van: 3 db. Tehat
3 db. (2:5)-6s par van benne, vagyis 3 db. 0-ra!

Hany 0-ra végz6dik a 150!
150! =1:2-3-4-5-67- ...-22:23-24-25:26-...-49-50-51-... -:149-150
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I/8) Tort hatvanya
a) Bevezetés

F-E0E-:  E-preee-s-
R

Monddka: Tortet ugy hatvanyozunk, hogy a szamlalét is és a nevez6t is az
adott hatvanykitevore emeljiik.

Monddka: Azonos kitevgjli hatvanyokat ugy osztunk, hogy az alapok
hanyadosat az adott kitevore emeljiik.

Az dllitds negativ kitevére is miikédik!

108

. N d
Vagyis: a,be R\{0}, ke Z = 5 =5
Gyakorlas - Ne legyen se zardjel se tort!
4

(§j4=i=54,7—4 éj_4_5__5—4L=5—474

7 7 7 7 77
) - o

14b 6
- e

6 6
0 _ 56" _
10° 24"
Vigyazat! Nem egyszerdsithetlink ,csak ugy”!
o _ 7
10° 15°
147 B 147 B
217 217

I/9) Hatvany hatvanya
a) Bevezetés

(5%)2 = (5%)-(5%) = (5-55)-(5-55) = 5. (73 = % =72,
810=
3437 =

b) Mondéka: Hatvanyt ugy
emeljuk.

hatvanyozunk, hogy az alapot a kitevGk szorzatara

ae R\{0} Am,neZ = (a™)" = a™".



Gyakorlas. (Ne feledjik, érdemes el8szor az eléjellel ,elbanni”!)

(35)6- (36)5 = (375)F =
(537 = (22.3)% = ((72)%)* =
()% = Y=
Mostantél KANONIKUS ALAKOT KEREK

253 = 275 = (322)7 =

(24395 = 14410 =

507 = (1222)3 =

2473 = 324> =

88007° =

((15-25)7)* =

((45a%)>14473) =

(((3a7)-50)2)° =

(16)2:(56%)* =

(102)5(102)5=  (127%)%(12%) 5=

ELOJEL: Csak a negativ szdam pt hatvdnyai negativak, minden mas hatvany
pozitiv értékd.

(=2)® — POZITIV (-2)3 = NEGATIV
ird oda az elGjelet
(-13)*—> -13%— (-5)°—
1 5)’

(-7)3—> (-3)"= 5) > (—Ej >
Bontsd fol a zardjelet:
(1173)8= (-1178)3 = (1173)8 =
(<1278)* = (5% = (=583 =
(-57)° = (5% = (-3°)=
Kanonikus alakot kérek, és ne legyen tort!
(-12)2 = -28 1=

100’
(EZ]Z ((-36))° =
-75% = (_2)32 =
(-5)° = -368 =
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Ne legyen se zardjel, se tort és minden primtényezds legyen!

=) :2
)] -
(2] -

(((2%)%)° =

d) Hogy is néz ki egy hatvany reciproka?

2° reciproka: L e mennyi? Az 1 = 2°, Ezért i 2 z =27,
2’ 202

0
I . .1 13
1372 reciproka: .Ezmennyi? Az1=13° Ezért — = =132,
P 1372 Y 132 137
Pl.: 3% reciproka: % =328 (-12)3 reciproka: 12y =(-12)3=-123
1 1
277 reciproka: 2% = TG 27, 5™ reciproka: 517 =4 = 54,
2 5

1772 reciproka: 172
e) Gondolkodtatok

Vigyazat nem ugyanaz: hatvany hatvanya vagy hatvannyal hatvanyozas!

, S
Hany jegy(: (10%)°: Es 10" :

Melyik a nagyobb?:

3200 [] 2300 4003%° [] 300%°° * 234 3%
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Legaldbb hany szdmjegybdl all? Prébalj pontos becslést adni: 210,

Ne feledjik, a ,legaldbb”-ndl mindig ald kell becsilni — de a lehet6
legpontosabban!

Korilbelil hany szdmjegybdl al1? Prébalj pontos becslést adni: 148,

1/10) Osszeg, kiilénbség hatvanya
Nem egyezik meg a hatvanyok dsszegével, kiilonbségével.

Példa: (1+2)° =3%=243#1°+2° =33,

Emlékezziink: ha egy mUiveletet végrehajtunk egy dsszegen, az nem egyezik meg
azzal, hogy el6szor az Osszeg tagjain végrehajtjuk a mduveletet, majd utdna
Osszegzlink:

Lasd: [2,6+3,7] = 6% [2,6]+ [3,7] =5
Két egymas utani mdivelet, tevékenység sorrendisége: a legtobb esetben nem
folcserélhetd:

Anyuci sem el6szoér megsiiti a tojast, cukrot, lisztet, majd utdna keveri 6ket Ossze...
(Ha igy van, ne kildjon be késtoldt!)

pl: egészrész abszolut értéke # abszolut érték egész részével:

[[all = [la]] — =[[-2,3]] #[[-2,3]]=
tortrész négyzete # négyzet tortrésze:

{af #{a’} — ={1,3P#{1,3% =

Osszeg hatvanya # hatvany dsszege

(a+b)? # a+b3 — (5+2)% #53+23 =

Osszeg reciproka # reciprokosszeg

1 11

R S —

a—b a b 3-2
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I/11) Gyakorlas

Ne legyen se zardjel, se tort: minden ,kanonikus” alakban legyen

815 = 1257 = 1003 = 123 =
145:1473 = 102:1075-107 =
14410 = 32°5=
A 1)
7’ 8
20° _ 57 _
10° 5%
5
((36)°) =
2\ 4
(14)7) =
1 —
287
2_7j‘5 _
16
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(24*-15) " 100°
487457

(45%-247) .28 50°
507°-.324732.37.637

Mennyivel egyenlé:

375-250-96-80 =

Hany O-ra végzd6dik: 400!

Legaldbb hany jegyd: 23%,

(452-24) -28° - 50°
502.3243.37.63°

9872.10°

217%.507

(247 -15) " 100°
487457
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[I.  Szamok normadlalakja
[I/1) Bevezetd
Egy elektron tomege
0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 910938 22 kg, azaz
9,109 9,109

10000000000000000000000000000000 10
A Fold témege =5 973 600 000 000 000 000 000 000 kg = 5,9736-10%* kg

=9,109-103! kg.

Legkdzelebbi csillag: Proxima Centauri, 4,2 fényévre: 4-103 km
(1 fényév: 9,460529-10'°> m = 9,4605 billié kilométer = kb. 9,5 petaméter (Pm))
Fény sebessége: 300 000 km/sec

[1/2) Tiz hatvanyai
0,001 =107 1000 = 10°.
[1/3) Szamok normalalakban

a) Ranézésre
20=2-10' <  -20=-2-10%
Vagyis a szamot ugy irjuk fol, hogy el6jelet nem figyelve az els6é tényezd
legyen: [1;10[ intervallumban, a mdasodik tényez6 a 10 megfelel§ hatvanya.

[1;10[ intervallum a kdvetkez6 szdmokat jeldli: 1<x<10.

Mondj ilyen x-eket:

320 = < =320 =
0,03 = & -0,03 =
48 200 = < -48 200 =
10 = < -10=
0,1= & -0,1=

0 = 0 punktum — vagyis a 0-at nem bantjuk.

ird fel normalalakban:

5600-10* =

0,05600-10* =

0,05600-107° =

5600:107° =

Melyik egyenld a 2,03-10° normalalakd szammal?

a) 2030 b) 203-103 c) 20 3000 d) 20,3-103

e) 0,0203-107 f) 2.029-10°
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b) Lépegetve: ,Tizzel hogy is osztunk, szorzunk?”

(i)  Egynél nagyobb abszolut értékliek — |épegetek a tizedesvessz6vel
5-10°=500
3,6:10°= 3 61020204
6,1025-10° = 6 102 500 = <> —6,1025-10° =—6 102 500
(i) Egynél kisebb abszolut értékliek
0,1=
0,01 =
0,0023 =
0,0,0,0,0,0.0,0,0,3,4507 =

[1/4) Normal alakban felirt szamok helyiértékesen kiirva

a) Egynél nagyobb abszolut értékliek

3,4-10* = 1,01-10% =
b)  Egynél kisebb abszolutértékiek

3-107' = 4,503-107° =

7,84-1078 =

[1/5) A normal alak definiciéja
Def.: ¥ nem nulla valés szam egyértelmden felirhato olyan kéttényez8s szorzatként,
ahol az els6 tényez6 abszolut értéke az [1;10[ intervallumba esik, a masodik tényezé
pedig 10-nek egy egész kitevds hatvanya.

Jelekkel: V xe R\{0}= 3! (meR A ke Z)|m|e[1;10[ A x=m-10X

Egy szam karakterisztikaja: a normalalakban felirt formajaban a 10 kitevdje.
A 10 hatvany szorzétényezGje pedig a ,,mantissza”

(,Karakterisztikdja” — magyarban is haszndljuk: a karaktere, a l|ényege a
személyiségének. Vagyis itt a szam nagysagrendjét azonnal latjuk!)

Valdjaban — de ezt nem druljuk el senkinek:
az ,x” szam karakterisztikdja: [Ig(a)] az ,x” szam mantisszdja: Ig(a)- [Ig(a)])

11/6) ird at normalalakba
453-10° = 0,045-10° =

305-10% = 520-1077 =
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[1/7) Mdiveletek normalalakra hozott szamokkal
a) Szorzas

LKényelmesen.”: Azaz: 2,3-10° helyett érdemes 23-10%-t irni szdmolds kdzben
— és csak a végeredményt irjuk at normalalakra!

2 500-800 =

32 000-15 000 =

60 000-120 =

120 000-1 700 =

0,000 08-0,007 =

0,000 013-0,000 015 =

0,0014-190 000 =

0,000 25- 60 000 000 =

200-70-2 000-3 000-20 000 =

b) Hatvanyozds — érdemes zarojelet hasznalni...
12 000° =
200’ =
0,001 7% =
19 000 000% =
0,000 001 5% =
0,028 =

c) Osztas

Jlegalabb zardjelet kell hasznalni”, de érdemes felirni el6sz6r TORT ALAKBAN!

80 000:200 000 000 =

6 240 000:3 000 =

8 200:50 000 =

680 000:0,008 =
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d)

0,000 2:0,000 000 16 =

300-10°
8-107-2000

25000000-16-10°
8-500-10° - 40000

27000000:0,0000000009 =

Kivonas, 6sszeadas
10 km hany cm?
43 kg hany gramm?

25kg+1,8dkg="
Mo.:
kilo: 1000
deka 10 (pl.: Dekapolisz: ,tiz varos” Dekameron (Boccaccio): , Tiz nap”;
Dekatlon: ,Tizpréba”

Dekara atszamolva: 1 kg = 100 dkg
igy: 25 kg = 25-100 dkg.
Vagyis: 2500 dgk + 1,8 dkg =2501,8 dkg = 25,108 kg.

Grammra atszamitva:
25:103+1,8-10 = 25000+18 = 25018 = 25,018 kg.

VEGYUK ESZRE: MINDIG A , NAGYOBBAT” ALAKITJUK AT
5.10°-8:10° = 5-10-10°-8-10° = 50-10°-8-10° = 42-10° =4,2-10°.

3:10°+2:10% =

3-10°+2-103 =

3:10°+2-107 =

3-10°-2-10° =

3-105-2-10 =

3-10°5+2:1073 =
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e)

3:107°+2:1077 =

3:10°-2-103 =

3-105-2-107 =

9,7-10°+8,3-10° =

9,7-107°-8,3-10° =

1,8:1077-9,2:108 =

El6tagok (prefixumok)

EIo_tag Jele Neve Ertéke Pl.:
(prefixum)
piko- p billiomod 1072 | pm (pikométer)
nano- n ezermilliomod | 10° | ns (hanosecundum)
mikro- K (m) milliomod 10 | ug (mikrogramm)
milli- m ezred 103 [ mm (millméter)
(C:;:;gn) szazad 102 | cm (centiméter)
?r?tcll;ém) tized 107t | dl (deciliter)
?r?tkkaé-n) tiz 10' | dkg (dekagramm)
. sz42 102 | hi (hektoliter)
(ritkan)
kilo- k ezer 103 | km
mega- M millié 10% | Mt (megatonna)

. milliard .
giga- G (ezermillio) 10° | Gt (gigatonna)
Tm (1 teraméter: kb. a fény
tera- T billié 1012 | 3ltal egy 6ra alatt megtett Gt
(fényora))

Csalasok az informatikdban
8 bit =
1 Bajt

1 kB = 1024 Bajt = 2%° Bajt

1 MB = 1024 kBajt = 1024-21° Bajt = 22° Bajt

= 1048 576 Bajt

Kb. 1 Millié Bajt

1 GB = 1024 MB = 1024-2% Bajt = 2% Bajt

=1073741 824

Kb. 1 Milliard Bajt

1 TB = 1024 GB = 1024-239 B4jt = 2 Bajt =

1099 511627 776

Kb. 1,1 billié Bajt




f)

Mértékegységek atvaltasa, szamitasok

mm—>Ccm

cm—km

mm?2—cm?

dm?—km?.

m3—km?3

Hany cm? Magyarorszag teriilete?

Mo.: 1km=10>m = cm

=1km?=( cm)’=

=93-103km?=

Hany m? egy hidrogénatom térfogata, ha gdmb alakinak képzeljiik, amelynek
asugara: 78 pm.

Mo.: 1 pm =102 m.
V=4r’t/3=V=

A Balatont téglalapnak képzelve az atlagos szélessége 7,7 km, hossza 77 km.
Az atlagos mélysége kb. 3,4 m. Hany liter viz van benne?

119



A betlk hasznalata

Az ,altaldban torténd” felirdsok
I/1) Bevezetés

a) Négyzet
oldala: 16 13
Terllete: T = 14

Kertlete: K =

Oldal: a

Terllete: T= a2

Kerulete: K = aq

b) Téglalap: oldalai: a és b.

Terllete: T=

Kerilete: K = h

c) Egyzsdkban van 100 db. alma.
2 zsakban: 18 zsakban:
n db. zsakban: 2x db. zsakban:
d) 1zsdkban x dbalma ésy db. kdrte van. = x+y db. gyiimdlcs van
2 zsakban:
Tartozunk, tehat: —12 zsdkban ®:
»b” db. zsakban:

I/2) A miveletek kommutativitasa (felcserélhetdsége), sorrendje, zardjelezés
a) Kommutativitds (mUveletnél a tagok felcserélhetGsége)
a;be R = a+b =b+a —vagyis az 6sszeadds kommutativ (felcserélhet6)
A kivonds nem kommutativia—b #b—a
A szorzas kommutativ: a-b =b-a

Az osztas nem: a/b # b/a

b) Mlveletek sorrendje, és a zardjelek:

A zardjelekben taldlhaté mdlveleteket elvégezzik és utdana bontjuk fol a
zardjelet,

vagy pedig "zardjel-folbontdssal”, de odafigyelve.

3/6+4+(=3+5)-2—1—(2-4+3)-5-(2—1)+3-4/2 =
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I/3) Kifejezés Ertelmezési Tartomanya

Az a legtdgabb halmaz, amelyb6l barmely elemet vélasztva még értelmes a

kifejezés.
pl.: 3 x=8 x=0 ET:
xX—5
5—x ,
x=4 x=5 ET:
2x—6

1/4) Trjuk fol jelekkel

1 dobozban 20 alma van. n dobozban mennyi?

Egy kotél 30 méter. k db. kotél 6sszesen hany
méter?

Egy fluzetben x db. lap van. y db. fliizetben hany db.
lap van?

Az a osztalyban 2-vel tobb didk van, mint a b-ben.
Fejezd ki a-bdl b-t, majd b-bél a-t.

Péter 5 kg-mal konnyebb Janosnal:

Budapesten 50-szer annyian laknak, mint Cegléden:
Aladar negyedannyi konyvet olvasott, mint Béla:
Pal és Janos egyuttvéve is 10 kg-mal kevesebb almat
szedett, mint Hugo:

Az altalam gondolt x szdm kétszerese 5-tel
kevesebb, mint a haromszorosa.

Tibor konyveinek a felénél is 10-zel kevesebbet
olvasott el Marton:

A vonat 1 dra alatt 60 km-t megy. Mennyit megy t
Ora alatt?

I/5) Szamok jelzése

a) Irjuk fél az n-nél 1-gyel nagyobb szdmot:
b) ' Irjuk fel n 6tszoérosét.

c) Mia bajaezzel a parbeszéddel: - Mit vettél a piacon? -, En kétharmadot
,En pedig 50%-ot.”

Mondoka: a szazalék - valami megszorzdsa szdzados torttel.

Olyan nincs, hogy 15%. Csakis: valami-%

o 15
Példaul: 60 ember 15%-a: 60-—— =9 ember
100
) 40
200 km Ut 40%-a: 200-—— =80 km
100

160
A 3000 eurds fizetés 160%-a: 3000 - ﬁ = 4800 eurd.

”
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irjuk fel az alabbiakat jelekkel:

15-nek a 30%-a x-nek a 20%-a.

Az ,a” 5-tel nagyobb
mint a ,,b” Fejezd ki a-t
b-bdl illetve b-t a-bdl.

irjuk fel azt a szdmot,
melynél k 2-vel kisebb.

irjuk fel az m
természetes szamot
kozrefogd két
természetes szamot.

Az m kg. buza 75%-a

Két szdm szorzata 12.
ird fol a t-nek a 3/4-ét: Az egyik ,0”. Mia
masik?

Két szdm hényadosa 7.
Amit elosztottunk: 5. Az n 6 lakos 35%-a:
Mi a masik?

ird fol c és k

A A 14 o/ _ : 7z
v sebesség 140%-a kulonbségeét:

ird fol a és b

. . . X nap hany o6ra?
Osszegének a felét! P y

X perc hany 6ra? y perc hany nap?

Adott két szam: x és y

Mennyi az 6sszegiik? kiilonbségik?

Mennyi a szorzatuk? hanyadosuk?

Mennyi a négyzetuk

Mennyi a reciprokuk . !
v 'proku 0sszege? (,,négyzet-

. N
0sszege: Osszeglik”)
Kilonbséglik Reciprokuk
reciproka: kiilonbsége:
Mennyi x-nek y Mennyi az 6sszeglk
szorosa? négyzete?
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I/6) ird fol ,altaldban”

két egymas utani egész:

a négyzetszamok:

a paros egészek: n 2n n|4n
112 1] 4
melyik oszlop a j6? Miért? 4|8 _4]-16
010 0{0

paratlan egészek:

5-re végz8d6 pozitiv egészek:

2 egymas utani paratlan szam 6sszege:

Milyen apro tételt tudunk kimondani az 6sszeglikre: 2 egymas utdni paratlan
szam Osszege:

3 egymas utani egész Osszege:

Apro tételecske: hdrom egymas utan egész dsszege:

5-tel (osztva) 4 maradékot adé
természetesek:

I/7) Valtozasok, kapcsolat, ,,szazalék”
a) Az a 5-tel nagyobb mint a b.
Fejezd ki a-t b-bél:
Fejezd ki b-t a-bal:
b) xfelénél az y 2-vel nagyobb.
Fejezd ki x-bdl y-t:
c) Egy bolt b bevétele egy év alatt a 65%-al n6tt. Mekkora most a bevétele.

d)  Egy m magassagu didk egy év alatt 15%-kal n6tt. Mekkora most a magassaga®?
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e) Avonat1 dra alatt s km-t tesz meg.
Mennyit tesz meg 5 6ra alatt?
Mennyit t 6ra alatt?

f)  Egy rofi 100 kg. Karacsonyra 1/4-ével hizott. Hany kilogramm most?

g) Egyfalulakossaga . 20%-kal csokkent 5 év alatt. Mekkora most a lakossag?
h)  Egy zsiraf z méter. Az 1/3-aval nétt. Most mekkora?

i) Egy zsakban g kg. gabona volt. Kifolyt a 2/5-e. Mennyi van most benne?

I/8) Ugyes felirdsok:

a) Ird fol 3 egymas utani egész sszegét

b) A kétjegyl természetes szamok daltalanos alakja

c) Mutassuk meg, hogy 12 osztja 6 egymast kovetd paratlan egész 6sszegét!

II.  Mdveletek algebrai kifejezésekkel: zardjelek felbontasa
[I/1) Elnevezések

a) Valtozo, egyltthatd

A valtozé altalaban az/azok a betd(k), melyek értékét magunk hatarozzuk meg
— tehat valtozhat — vagyis: ,valtozd”

Az egylitthatd az, amivel a valtozd meg van szorozva.

ird alajuk az egyiitthatot:

3 3x X
3a | — 5b2 | =2,7xy |y | 7a® | =b | — | == | 2(x+y);
2 Y 2 5
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b)

Tag <> tényez6
Osszegnél-kiildnbségnél: tag van.  Szorzasnal: tényezé.
x2c + 2x(3x—4) — 5(x—6xy)(xy + ¢ + 7) + 4xy

Ez a kifejezés: ......... tagu.

AZ 2.ta8: e tényezbs
A TAg: e
3.tag 3. tENYEz8, €16 tag: ..vvveereieieiee e i

Kifejezés: 3(4x*+x)(5a—b)

HAaNy tagu? oot e

Mi @ 3. tENYEZE? ..t e e s
IMIE @Z X272 oottt ettt ees e et

IMEQZ 57 ottt e

Kifejezés: (a+b)(a’b—c)(c+3b—2xy)+7(4a+8b)
Hany tagbdl all?: ..................
Az els6 tag hany tényez6bdl all? ............ocveeneee.

A masodik tag hany tényezébdl all?

Az els6 tag masodik tényez6jének mik a tagjai?

Els6 tag harmadik tényez6 harmadik tag masodik tényezé:
Mi a 2xy?
Miaz a’b
Mia 3?
Mia 4a

Egynem(i kifejezések: Ugyanaz a valtozo, vagy zardjeles ,dolog” szerepel
bennlik, ugyanazon a hatvanyon, csak egyitthatoikban kiilonb6zhetnek.

Huzd ala az egynemieket azonos mdédon — és ird aldjuk az egyltthatoét!
2 2 7
oy S ey 4y — x%

3 3 3

2x3 —

X 1
5x—4y +3x°— 12— (x-y)? + 4,3y —x + x*— §+ — -8+ (xy)-1
y
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II/2) Helyettesitési érték

Az 5x helyettesitési értéke, ha x=2: 5x=....c.e...... HaX=-1,2:5X = ..cc0eereeurnns

3a+b/2 helyettesitési értéke, haa=-2,b=6: 3a+b/2 = cccorevieiiieieicece e,

Szamold ki a kovetkezd helyettesitési értékeket: el6szér a = 2-vel, majd a = —2-vel:

a+1 a+1
a 3a —-a -3a | -30% | (-3a)?| — | (a+1)?| —
2 a—2
2
-2

[1/3) Egynemli kifejezések 6sszevonasa

a)

b)

Mesével: Egy hiit6hazban van 24 boci, 35 kacsa, 5 rofi. Hoznak még 6 bocit,
elvisznek 10 kacsat és hoznak 3 rofit, de sajnos kartyan elvesztiink 50 kacsat...
(Nem érdemes hazardjatékozni, mert nem lesz kacssultiink...)

ird fol jelekkel, hogy mi torténik, majd szamod 6ssze, mibSl mennyi lesz.

Az egynemdi kifejezéseket 0ssze kell vonni mindig!
X=3y+3x—x—6x—-y—-3y+y—2y+4x =

Osszeszedjiik az x és az y egylitthatdit, majd kiszamoljuk, hogy mik a végleges
egyltthatok:

( )X +( y =
X2=X—2X%+3x—5x%2-2x =
p—6y*+12p+2y’—2p—6p+4y* =

x2
—— X?*=3x+7+— x—— —4+3x’-1 =
3 5 3

2 2
_a3b+2_2a b

+a’h—3=

X
-3 +11y-2,5x—4y?>-2-10y+7,2y*-0,4x-1 =

ab+2-4ab%*+3ab+8ab?>~1+3ab+7—-ab’—4ab+5 =



d)

2
3 3 3

0,3¢3>-0,1c3-0,5¢3 =
—(x—y)>=2(x+y)*+3(x-y)*~4(x+y)* =
-a k_3a k+1_4_a k_2a k+1

,Szedjuk szét” tagokra, tényez6kre:

43 = a+a+a+a vagy: 4a = a+5a-2a

Ne egyforma 4 tagra: —3b =

Ne egyforma 3 tagra: 3a® =

6 tag legyen: 3c—5b3 =

(Be)helyettesités — helyettesitési érték

Figyelem: behelyettesités el6tt mindig 6sszevonunk!
—a’b—5ba’—a’b—6ab+3a%b+2ab=?haa=3,b=1/3

X 2x
_SXZ_§_3+X2_E +5—x+2x?=? hax=1/2

II/4) Egytaglak szorzasa, osztasa — és zardjelfélbontds

El6szor az egylitthatdk szorzata, majd abc sorrendben a bet(s kifejezések.

a)

b)

Szoveggel:

Ha 2 kg almat vettiink, kildjat f forintért, mennyit fizettlink?

Egy gyufasdobozban 50 szal gyufa van. Egy nagy kartonban 15 db. gyufasdoboz

van. x db. kartonban hany szl gyufa van?

Bontsd fol a zardjelet:

(2x)-3 = 4(-3x%) = 5x(2x)(-3x) =
(-11x)(11x?) = —(13x)(-14x) =
X2 (2x3)(—x) = (11x°)(13x°) =

121 14 _ —3v) =
(—gay] E—Zay] = (12xy)13x(-3y)
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4a3(—3a?)(-5c)(-3c?) = 11xy(18x%y) =
(—15y2x)(15x3y) = —(17ax)(-19xa) =
c) Egytagok osztdsa el@szor: ugy, mintha primek lennének!

(2 y) x oy 2
(zs-x)s-yz-(yzxzz)

3

lll. Egyszer(bb egyenletek megoldasa
I11/1) A mérlegelv bevezetése
a) Ird fol az alabbi 6sszefiiggéseket:
(Figyelem: ha lehet, az ,, = ” jelet, ha lehet, tartsuk egy helyen!)
Az dltalam gondolt szam harmadanal a kétszerese 75-tel tébb.

Gondoltam egy szdmot. Elhagytam a 2/5-ét és még 1-et. igy az eredeti szdm
kétszeresénél 50-nel kevesebbet kaptam.

b) Mérlegelv
Meg szeretnénk tudni egy doboz témegét.
ird f6l az egyenletet és rendezd nyomon kdvetve az dbrat:

Egyenlet:

T RO
m U

Pl

Minkét oldalt harmadoljuk:
+ B s o A8 s
\_v——f

Visszahelyettesités:



I11/2) Egyenletek felallitasa, megolddasa

a)

b)

III

,Egy szam haromszorosa 2-vel nagyobb a nala 8-cal nagyobb szdmna
Az egyenlet: 3x—2=x+8

Ez egy allitds. (Az ige az egyenl6ség jel). Nézzik meg, hogy a példaul
probdlgatassal eltalaljuk-e, melyik szamra gondoltunk. Bo = Bal oldal; Jo. = ...

Példaul: a 0 szamra igaz-e: Behelyettesitlink, és: Bo(0): -2 Jo.(0): 8
Nem igaz.

Akkor talan az x = 7-re gondoltunk? Bo(7) =19 Jo(7) = 15. Ez sem j0.
Feladatunk: megkeresni, hogy melyik szamra igaz az allitas!

Mddszeriink: A mérleg elv. Ugy véltoztatok, hogy az ,allitas”, az egyenl&ség
mindig megmaradjon.

3x—2 = x+8 /+2 ,Mindkét oldalhoz hozzaadok 2-6t”
3x=x+10 /—x ,Mindkét oldalbdl kivonok x-et.
2x=10 /:2 ,Mindkét oldalt elosztom 2-vel.

x=5

Megtaldltuk azt az x-et, amelyet visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe
valdban egyenl6 lesz a két oldal. Ha nem ezt az 5-6t helyettesitjik vissza,
hanem mondjuk az x = 3-at, akkor nem lesz egyenl6 a két oldal. Tehat az
egyenlet megoldasa az x = 5.

VH: 3.-5-2=5+8 ©0=0v
Figyelem: mindig az eredeti egyenletbe helyettesitlink vissza: , VH”.

A végén a gyokok (megoldasok) kigy(jtése: ,,Mo: x = 5"

Cél: egyik oldalon csak ismeretlen legyen, a masikon csak szam.

Mondani kell: ,mindkét oldalhoz...” ,mindkét oldalt...”

Egy szam ellentettjének duplaja héttel kisebb a ndla kettével kisebb szamnal.

VH:

Gyokok kigydjtése: Mo: x =
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c¢) Oldd meg, de el6tte mondj egy ,rejtvényt”, melyet az egyenlet modellez!

4x+2=21+5
2

d) Egyszam haromszorosa 4-gyel kisebb, mint —5.

Visszahelyettesités:

Gyokok kigydjtése: Mo: x =

e) Egyszam 7-szerese 6-tal kisebb, mint a duplajanal 4-gyel kisebb szam.

f) ElGszor 6sszevonas kell

4x—2+3x = 8x+x+1
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g)

h)

k)

3c¢—5c+10 = —c+14-3c-4

Oldd meg: ,Gondoltam egy szdmot. Ottel nagyobb maganal.” Mire
gondoltam?
Egyenlet:

4x—2+3x = 7x+1

Valdjaban: 0-x=2 = 0-x+3.

Marpedig ilyen x nincs.

Hiszen a cél az az, hogy megtudjuk, mely x értékekre lesz igaz a fenti allitas —
egyenlet.

Vagyis ezt ugy hivjuk, hogy ellentmondas, ELLENTMONDO egyenlet: # mo.

Gondoltam egy szamot. Ha a duplajat hozzdadom, a haromszorosat kapom.
Melyik szdmra gondoltam?
Egyenlet:

—a—5a+4—a =3+2a+1-9a

Valdjaban az egyenlet:
valami = ugyanaz

—7a+4 =—7a+4

Barmi lehet az ,a”, ez mindig igaz lesz.
Ezt gy hivjuk, hogy AZONOSSAG - Mo: VYxeR.

Valamit kihagytunk: a VH: visszahelyettesitést. Miért?
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3x X 7x
) —2X——+8=7—-4x+— —3(2x)+4+— = 7+4x-3
2 3 3
2X 4 5x 2Xx
m) ——-2+3x=2x—— Mo: 18/5 — —3x+2—X = 4—x+— Mo:-12/7
3 5 2 3
X 5
n) —+3+7x—-4=—x—-44+x Mo.:-4/7
3 12
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IV. Tobbtagu szorzasa egytaguval, egytagu szorzasa tobbtaguval — zardjel-folbontas
IV/1) Szemléltetések

a)

b)

Téglalapok egyik oldalanak valtoztatasaval:

2 2 a

T1= T2 = T1= T2 =

Mesével
Egy zsakban egyenletesen elkeverve x kg cukor és 10 kg mak volt. Kilukadt a
zsak és kifolyt beldle a keverék, csak az 1/3-a maradt. Mennyi cukor és mak
maradt?

Egy dobozban x+3 db. gyufaszal van. (Vagyis egy dobozban van egy maroknyi
(nem tudjuk mennyi, tehat x) és még 3 szal gyufa.)

o 5 dobozban hany db. gyufaszal van?

o n db. dobozban hany db. gyufaszal van?

IV/2) Egytagu tényez6vel tobbtagu szorzasa

a)

Az egytagl tényezbvel a tObbtagl tényez6 minden tagjat beszorozzuk a
el6jeleket megfelel6en kezelve.

Egy tag — két tényezé: —2(3x=5) =-6x+10

Mondani kell: ,,minusz kett6szor plusz harom iksz az minusz hat iksz, minusz
kett6szor minusz 6t az plusz tiz”

7(x=2) = -13(-2x+12) =
—(x=3) = AX(—x*+2x—6) =
—(—-2x?-3) = —8x-(x+2) =
2(1,5-2x) = 5(=-2)=

5
(2x+1,7)-1,3 = ~(—x*—x+2) =
—3x(—2x*—x+4) = 17x(2y-17) =
—X(—x+1) = 5x%(3x?=2x+1) =
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(—12x+3)(=3xy) = (-11b?)(-3b-a) =

—3a%(7a’>-8a-4) = —(5x%+x=3) =

i(1—50+10bj = —(EGJ (Ea—GbJ =
5\ 2 3 13

b) Tobb tag —a miveletek utdn 6sszevonas kell!

Tobb tag, tagonként egy tobbtagu tényezd: elvégezziik a szorzast, majd
0sszevonunk: mondjuk magunkban hangosan!

—6(x%>=5)—(5—3x)+3x(x*=2x+3)+(—x—x?) =

12x(12x3+4x—13)-14x(12x=3)+(4—x) =

15(2p-~ q)-8(5p~— q)-(p-a) =
pqu qu pP—q) =

2a’-a(2a-5b)-b(2a-b)—(2ab+b) =
2
—-12( E x+4)-5(x—3)—(2—x) =

3(2x+4)-5(x/3-3)+(-3x-2) =

3
Y (X2+y?=2x=1)—x(—x=2y+3)-y(—x+y) =
—11x(11x=10y-9)+3x*(x—3y+4)—(—x*~x3+x%y) =
_(Xn+xn+1)_3x(xn—l_5Xn) -
5(x"—y")=y(x"+3y" 1) +4x(x""1-5y") =

10x(4x>=7y)—6x(5y+7x%)-3xy =
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Kitev6knél. Hogy is szdl a hatvany hatvanyozdsara vonatkozé monddka?!?

(ak—3)—5 - (4—x+3)—x -

(5%3)3x= ( 720 )_30 _
(67" (il

IV/3) Helyettesitési érték - behelyettesités
FIGYELEM, CSAKIS ZAROJELFOLBONTAS ES OSSZEVONAS UTAN ERDEMES
SZAMOLNI

2u(u—3v)—-4v(0,5u—-2v)-u(2u-2v)-2v(u+4v) =? u = —i; V= %

IV/4) Egytagok osztdsa - egyszerUsités

Csak tényezG6t és csakis tényezdvel oszthatunk, egyszerUsithetilink.
Vagyis a szamlalé is és a nevezd is egy tagu! (Most csak egyszer(sitlink!)

x° (—x)"

3 (=)

98a’h’ _

14ax°b’®

(2ab)’b?(—xa)’
(—4xab)"

6(2x—3y)’
2x—3y
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IV/5) Egyenletmegoldds
5(3x—4)—(2x+3) = 3(-2x+5)+6(4x+1)-5(x—8)

5(3x—2(x—4))+5 = 2(5x—-3(x-1)-4)

—(5—x)+2(x—1)+8 = 17—(2x+1)+3(5+x)

Tobb tag szorzasa tébb taggal 3 3b 2-3|
V/1) Bevezetés, szemléltetés a
Ti=ab a ab 23‘
T2 = (a43)(b+2) = T2 = ab+3b+2a+6 b —

Hogy is torténik a korabbi zardjelfolbontds modszerével?
(a+3)(b+2) = (a+3)b+(a+3)2 = b(a+3)+2(a+3) = ba+b3+2a+3 = ab+2a+3b+6
Vagyis: ,,Minden tagot minden taggal”!

Alahuzogatds mddszer: (most el68szor az a-val szorzunk végig!)
(a+3)(b+2)=

A végén, ha lehet, 6sszevonunk



Ti=ab
Tz = (a—2)(b—1) = Tz =

V/2) Tobb taguak szorzasa

a)

1| Ta |12
(a-2)(b-1) 2b
a 2

Egy tag, két kéttagu tényezd v. két kéttagu tényez6 és egy egytagu tényezd

(néha 3 tag megjelenik mar)

(x+5)(y+4) =
(12a+11b)(12c+15d) =
(3x=5)(3x+5b) =
(a-3)(x-4) =
(a+2)(4a-8) =
(x=2)(2x-3) =
(3x-2)(5-4x) =
(5x+2)(3x=8) =
(4a—x)(x—4a) =
(5a—3x)(5a+3x) =

(2ab—5x)(3ab—2x) =

(—% a+3)(—7a+2) =

5
(—3a—3)(a+§) =

—4(-2a-3)(~4a+12) =
(—3a—1)(a?—a+1) =

(—2x=3)(3x>—x+1) =
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(—x+2)(x*+2x+4) =

(3x2=2x+1)(x=5) =

(4ab—a?)(0,5ba—b?) =

3(2—x)(-5—x) =

—2(x=3)(7x+5) =

—(2x+1)(1-5x%) =

—17(13x=2)(x+4) =

(3x=5)(5x+2) =

—(1-4x)(5x+3) =

—12(12x=1)(x+3) =

(2x2—-3x=4)(5x=1) =

(11x>—x+2)(5x=3) =

—3(8-2x)(8+2x) =

(5x+1)? =

(x=3)% =

-2(5-2x)% =

(x*+1)(x3+2) =

(=3x3=2)(—x?+2) =



b)

(a?+a+1)(a-1) =

(x*=x*+1)(x>+1) =

,Fejben” —rogton a végeredményt irva

Csokkend hatvany szerint haladva: (x+2)(x+1) = x*+3x+2

(x-2)(x+3) =
(2x+1)(x+3) =
(x-5)(x+5) =
(5x+3)(7x—1) =
(x*=5)(3x?+1) =
(x%-2) (5x3+x) =
(x-4)(x—4) =
(2-x)(x+3) =
(3-2x)(5+x) =
(2x-1)(2x-1) =
(7+3x)(~1-4x) =
(—3x+4)(-3x-4) =
(x-1)* =

(2x41)? =

(x-2)* =

(2-x)* =

(x=3)(3—x) =
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c) Egytag—haromv. tobb tényez6
X(x=2)(x=3)=

(x=3)(x?+9)(x+3)=
(x=2)(x—1)(x+1)(x+2)=
d) Tobb tag, egy tag tobbtényezds: NAGY ZAROJELEK KIRAKASA:
3(x—1)(x=2)+2(2x=3)(x+5)—(3x+2)(x-1) =
(3(x—1)(x—2)) + (2(2x—3)(x+5)) — ((3x+2)(x—1)) =
= (30-3x+2)) + (2(2x*+7x-15)) — (3x*>—~x-2) =

= (3x2-9x+6) + (4x2+14x-30) - (3x2—x-2) =
= 3x2—9x+6+4x2+14x—-30-3x%+x+2 = 4x? +6x—22

Ahol tehat mar tobb tényez6 van, pl.: 2(3x—4)(5x+1) v. —(2x-3)(x+2), ott
zardjeleziink, mert kilénben totalisan elrontjuk.

(x=2)(x=3)—(x—4)(x+1)-4(5—x)(7=x) =

—7(x-1)(2—3x)-4(x-1)(x+5) =

—3(2x+3)(x—7)-5(3-4x)(4—-3x)+(x-1)(1—x) =

(ab—a)(4ba—b)-3(2a—b)(b—a)-5(ab—2a)(ba+a) =

e) Harom, vagy tébbtagu tényezbk is (minden tagot minden taggal!)

(x*+x—4)(x=5) =
(x+y=2)(x+y+2) =

(x>=x+1)(x>+x+1) =

140



(ax+x+y)(y—xa—x) =
(3x—4-y)(-x*~2y-3) =
(2x+y+3)(2x—y+3) =
(-a2+3)(—a*+7a—4) =
(12a+7b—c)(12a+7b+c) =
(3x°+5x+1)(—x*+5x+2) =
(V=Y 2ty 2=y ax) xry) =
(3C=2x+2) (x2+2x+2) =

(x=y) (C+x2y+xy>+y?) =

(—5X—i)(x+x2) =
X

(23—%)(2a+%) =

Gyorsitottan: csokkend kitevéket figyelve:

(2x=5)(3x+7)=6x>-x-35
(3x=2)(5x=7)=
(4-5x)(2x+3)=
(x*-3x-5)(2x?+5x—1) =

(=2x3+2x+1)(x*-x=3) =
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f)  Tobb tényezd, tobb tagu tényezbk, tobb tag
—x(x=3)(x+3)-3x(2x+5)(x-4) =

3(2x=5)(4-3x)-5x(7x+1)(3—2x) =

—(x=1)(x+2)(x—2)-4(x=3)(x+5)(x+3) =

—3(2x=5)(3x>—x+4)—(4x=2)(4x*+2x+1)-2x(8x*—x+3) =

—(—2x%+x=2)(5-6x) +2x(5x*=3x—1)—(x=2)(=2x*—x+3) =

g) Tobb tényezls szorzatok: keressiik a szimmetriat!

(1+x) (1+x3)(1-x) =

(2a-2)(2a-1)(2a+1)(2a+2) =

(b=2)(b=1)b(b+1)(b+2) =

V/3) , Kéttag” 6sszegének, kiilonbségének négyzete: oda-vissza tudni...

a) Alap

(a+b)? = (x+1)*=
(x+2)? = (x+3)% =
(3x+1)? = (2x+3)? =
(2x+y)* = (x+y)? =
(3x+5)%= (2x+3)%=
(4x+2y)*= (15x+2)%=
(11x+6)*= (12x+8)%*=

Monddka: Két tag 6sszegének a négyzete harom tagu. Az elsé tag négyzete
plusz a kétszeres szorzatuk plusz a masodik tag négyzete.
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b)

(a—b)2 =
(x=2)% =
(3x-1)% =
(2x-y)* =
(3x-5)%=
(11x=2)?=
(11x—6)?=

Monddka: két tag kiilonbségének a négyzete harom tagu. Az elsé tag

négyzete minusz a kétszeres szorzatuk plusz a masodik tag négyzete.

Gyakorlas

(x+1)> =
(a-2)*=
(x+11)2 =
(a-1)*=
(x=5)* =
(2x+1)2 =
(13x-1)2 =
(3x+5)2 =

(1-3x)? =

(3—2x)% =

(11x+6)% =

(2a%+3)? =

(y*+12)* =

12

(7-—vy)?=

3

(ac*+ad?®)? =

(2a"-1)% =

(a+1)2 =
(x+3)2 =
(x~1)2=
(2-a)* =
(15-y)* =
(3x+1)2 =
(2x+3)2 =
(2a-1)* =

(17a-1)? =

BERY
(3y 2)

(a2y3_a)2 =

(a”+ak)2 -
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(1,2x-0,5x2)? = (x‘:"l)a_1 =
2x—3 2x-3 5-12x 5-12x
(™) = () =
(3X2k+1_2X5)2 = (5Xk—3_Xk—5)2 -
(4Xk—3_3x3)2 = (2X3x—2_7xk+5)2 -

Visszafelé: minek a négyzete a kovetkez8? vagyis Szorzattd alakitas!

x*=2x+1 = 4a’+4a+1 =
9a’+12a+4 X— . 49=
4°-12x ... = 25y%— ... +4=

V/4) Gyakorlas
(11x+4)>=2(x—3)?=3(2+x)% =

—(2x+3)%+2(5-2x)?-2(3x-3)* =

—(5x+14)?-3(4x-1)>-3(-1-3x)* =

4x(—x+1)%=2(5+7x)*x(—-1-2x)? =

Egészitsd ki ugy, hogy teljes négyzet legyen!
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Szorzatta alakitas, egyenletek

Midveletek algebrai kifejezésekkel: szorzatta alakitas
I/1) Csak szam emelhetd ki

3a+3x = 3x—15y = 5a+10b =
25a-5¢* = —4a+12b = 45x—75¢C =
—24a-40b = 12a-18b+28a% =

—7a+14b-28c =

LNKO: ird ide, hogy taldljuk meg két v. tébb szam LNKO-jat:

(48;54) =
(63;52) =

(2275;490) =

(15;150) =

I/2) Betl is kiemelhetd

a) Ha minden tagban van ugyanolyan valtozd (hatarozatlan), akkor az a valtozd
(hatdrozatlan) kiemelhet6 (a szerepl6 legkisebb hatvanyon)
Mindent kiemelunk, a féegyltthato a zdrdjelen belil pozitiv legyen, csokkend
fokszam, abc sorrend — de csakis tényez6 emelhetd kil

ab+ac = —ab+al=

2Xa+2xc = —5x3-10x2 =
7x°—14x° = —12ax+15ax? =
—bx—xa = 54a’b-24b?%a =
—20x3-15x%° = 75ax+45bx—60xc =
y-yP-y = 2x4—x>—x3 =
25ab—-20ba? = —40x3+30x2 =

20xb%c—12x%b%c =
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b) Osszetettebb — mindent kiemeliink, a féegyiitthatd a zérdjelen beliil pozitiv
legyen, csokkend fokszam, abc sorrend

15p3g%+16p?q3-17p*q* =

18xk—63xk = X24x+1 =

—35x%y2+30xy>—40x3y =

8x—2x3—4x?% = 15xM*2-21x2 =

—6m23+9m?3x2 = 183211232 =

_6Xm+4_15X2m+3 =

—9a%x—12xb+6x = —15a3-5a%+10a =

—15x2y3-9x3y*+18x3y3 =

—24a’bc3—36ab3c?+12a%bcd =

c) Zardjeles kifejezés emelheté ki: a zardjeles kifejezést mindig egy betl(s
kifejezéshez hasonlé ,valtozonak”, tényezének tekintjik! Csakis tényezd
emelhetod ki.

a(x=1)+4(x-1) = X(x=1)-2(x-1) =
—a(x—1)+b(x-1) = x(a+3)+(a+3) =
x(a+b)—(a+b) = 4(x—3)—c(x-3) =

x(a—b)—=y(a—b) =

—x(a+b)—(a+b)+x?(a+b) =

(X+5)— y?(x+5)+y(x+5) =

—(3x+2)+b(2+3x) =

kc(b—a)-21c(b-a) =

k(b—c)-k?*(b—c) =

146



d)

A kiemeléshez sok esetben ,bels6” kiemelés kell el6szor. A szorzattd
alakitashoz el6szor mindent ki kell emelni... Figyelem: a ,—1” kiemelése: a
féegyltthato a zardjelen belll pozitiv legyen

(1-x) =

(2x=3x?) =

a(5-b)—c(2b-10) =

—b?(3ab-12b)-b(5ac—20c) =

a(b—3)+c(3-b) =

X(x+3)+2(—x-3) =

ax?(4—4x)—ax(6x—6)+ax3(2—2x) =

Ax(15x-5x2)+5bx(2x*~6x?) =
—3x(—15x*-5x)+4(6x*+2x?) =
—b(5ay—20a)+(8b—2by) =
2a(9x2—6x)—% (6x-4) =
X(—x+3)—(x=3) =
X(x=5)+(5-x) =
X2(4—x)~(x-4) =

X(2—3x)+(6x>—4x) =

c(14-21x)+(9x—6)-5a(8x—12x?) =

6x(x—3)+12x(6—2x)—6x(3—x) =

5x%(a=1)+(5-5a2) =

3(2-3x) =

—4(5x—10x2) =

X(4+x%)—(-4—x?) =

2X(x+2)+4(—x-2) =

6(x—2)-9(2—x) =
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—2(6x—3x%)-3(4x>-8x)-2x(5x>-10x) =

e) Nincs csoportositva — avagy ,,magad uram, ha szolgdd nincsen”
El6szor kiemelés, utana szorzatta alakitas

ax+a+x+1 =

ax+2+a+2x =

x*—x+3x3-3 =

X*—x—x3+1 =

ax—a—2x+2 =

c’a—2a+c*b-2b =

xa+3b —xb—3a =

6Xy+2x—9y-3 =

5ac’+3b -3 c’b-5a =

2ya+3a —2by-3b =

20xy-15x-8y+6 =

5xa—5bx+b—a =

m2a2+ m2b’>—b?—a? =

ax—3x+ya—-3y =

3ax—4 —3a+4x =

5x3-5x2—3x+3 =

10x>°—6-5x3+3x =

5xy +3a—3y-5ax =
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5a—ab%+5ch?-25¢c =

ax+ay+2x+2y =

ax+2y+ya+2x =

ak—ac—3c+3k =

5a’b+10ab2+3a%bc+6ab?c =

a’—a—ca+c =

a’—a’—a+l=

bax—bay—cbx+cyb =

2ax+2ay+4bx+4by =

xab—3xb?+cax—3bcx =

X+x3—x2—x* =

6ax+4—3a—-8x =

10+3ax—2x—15a =

3a’-3ab+3b%-3ab =

a’c’>—b’c?—a’c+b’c+a’-b?* =

S5y+3x+15+xy =

x3+15+5x243x =

ab+3c—ac-3b =

xZa—x2b—2ax+2bx+a—b =
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2ax2+bx+bx%*+2ax—2a—b =

30-12x+8ax—20a—-18y+12ay =

HOGY KESZULNEK EZEK A SZORNYUSEGEK? igy:

(6b—3c)(7b?*-2c+3) = 42b3-12bc+18b—21b%c+6c?>-9c =

II. Ateljes négyzet

Figyelem: El6szor amit lehet, kiemelliink. Ha kell, akkor a —1-kiemelése is, hogy a
féegyutthato pozitiv legyen!

[I/1) Szorzatta alakitas el6tt mindent kiemellink!

X?=2x+1 = 3a’-6ab+3b? =
X2+6x+9 = 9x’>—6x+1 =
—4x%2+24x-36 = Ax—4x*-1 =
X*+8x+16 = 16x°—8x+1 =
12a—4a>-9 = 25x°+70x+49 =
x42x%+1 = —50x*+40x>-8 =
—-12a%+36a-27 = 5a*-10a%b+5b? =
—25x*+20x%2-4 = —18-32x%+48x =
—12y?*+12y-3 = —5x*-10x>-5 =
60x°-18x3-50x = —56x+8x°+98 =
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11/2) Tébb mindenre kell figyelni

4ax3— ax*—4dax? =

5a’b?—10ab+5 =

3x4-12x3+12x2 =

—5a%+10ab-5b? =

Ax*—Ax*+a+4x*a+1-4x%a =

a’x—1-2ax+x—a+2a =

4ax*— 8bx*— 4ax+8bx+a—2b =

4a2x2-12a%x+12x+9a%-4x2—9 =

. Egy kuldnleges alak: (a+b)(a—b) = a’>-b?

Két tag 0sszegének és kiilonbségének szorzata =

111/1) (a+b)(a=b) = a®>=b? & plusz bé szer & minusz bé egyenld dnégyzet minusz bénégyzet”

(x+y)(x=y) = x*~y?

(x=1)(x+1) = (a+4)(a—4) =
(2x=1)(2x+1) = (3x+2)(3x-2)
(x=1)(1—x) =

(x=12)(12+x) = (13a-b?)(13a+b?) =
(12x-15)(15+12x) = (11-19y)(11+19y) =
(X™+x") (xM—x") = (14x=7)(7+14x) =
(5x—4)(=5x—4) = | (5x+4)(~5x—4) =

17 32 ,\(17 32,
———a || —=t+—a | =
25 137 \25 13
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(Ebz +202j(3b2 —iazj =
5 2 5 2

(16xy+15x)(16xy—15x) =
(x=1)(x+1)(x*+1) =

Szamokkal:
35:25 =

71-69 =

22:18 =

Tobbtagu tényezék, amit lehet: fejben
(a+b+c)(a+b—c) =

(X2+x=3)(x*+x+3) =
(a+b+c+d)(a+b—c—d) =
(324+x=2)(x*+x+2) =

(Xx%+2x+2)(x*=2x+2) =

(x24x+1)(x>—x+1) =

I11/2) Visszafelé: alakitsd szorzatta

a) Egyszerlbbek. A f6egyutthatd pozitiv legyen, és legyen minden kiemelve!

a’—b’ = a’-1 =
324-289b% = 80a2—405b? =
3a’-363 = 144x°-9c*d? =
45x4-20a? = 4=

25
x2y?-0,01a® = 243x%-3 =
2a*b?-32 = x2—256x% =
3x*-48x8 = 7387 =

152



b)

x—289x3 = Ay12 =

435-33 = iXZ_gaG —

25 32

0,0004x3-x° = 25x6—9b2 =

Szamok: Otlet: 952-5% = (95+5)(95-5) = 100-90 = 9000

15°-85% = 722282 =
Tobb tag

(a+b)>~c* = (x+1)?=a? =
(x+3)?-52 = (x+4)?>-36 =
(a—b)*-121 = (a?+1)>—4a® =

Il (a®+1)?>-289 =

Il a%—(2a+1)? =

x>—(a+b)? =

x*—(a—b)? =

x*—(2x-1)? =

(1+x%)°—(1-x?)% =

1 (a2+b2)2_4a2b2 =

25x>—(b+x)? =

49(x+2)°—(a—b)? =

0,36x°—(x3—x?)? =
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c) Osszetettebb feladatok

a4b2_(C2_d2)2 —

(x—y?)2—(x2+y?)? =

x>=2xy+y>—a? =

(x+y—a)’—(a+x+y)? =

(=x~{x-1)? =

4(m2-c?)2-9(c—m)? =

(x*+3x—1)>—(7x=5)? =

(p-2q)*~(p+2q)* =

(e=3)*~-1)? =

(c?=b?)>—(c+b)*=

(a+b)*-16a%b? =

(x>=2x)*-1 =

I11/3) Egy nehéz, egyelbre intuiciot kivanod alak

X243x+2 = X2+7x+12 =
—x?+8x—15 = Ax—8+4x2 =
6X—3x2+9 = —5x%+10x+40 =
15x—18-3x% = 2x%+x-1 =
20x*+40x+15 = 2x>-5x-3 =
—2x=12x°+2 = 5x°—13x—6 =
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Egyenlet megoldas
ET: Ertelmezési Tartomany, VH: visszahelyettesités

Els6foku egyenletnél a cél, hogy az egyik oldalon csak az ismeretlen alljon (valamilyen
egyltthatdval), a masik oldalon pedig egy konstans.

2x
Jol rendezettek pl.: —-3x=7  vagy ?= 5 vagy 6x=0 Mar csak osztani kell.

Még nem rendezett: 3x+2=-7 vagy 5x=8x Ezeknél még mindkét oldalon van x
vagy konstans.

IV/1) Egyszer(ibb egyenletek
2(x—3)—-4(2—x) = 6(x+1)-2(3x-8)

— (4 - (2x=5)) = 3(5x=7) — 2(4x-1)

5(2x—1)-3(x-2) = 2(x—-3(x-2))
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IV/2) Tortes egyenletek

Figyelem: a tértvonal minden esetben zdrdjelet helyettesit:

~kunkoritsuk fel a tértvonalak végét. Kunkori Aki nem teszi, pokolra jut.

Ha tértet latunk egy egyenletben és szorozni akarjuk az egyenletet, érdemes
mindkét oldalt zardjelbe tenni!

Figyelem, ha nem teszed ki a szines zardjeleket: nagyon elrontod.

3x2—4_ 2x—3_2x:1_ x—6
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Mi torténik, ha nem mindent szorzok meg
Olyan ez a hiba, mint a kovetkez6:

Legyen:
2db @ +2db £ =1db € és 2 db »

Ha mindkét serpeny6ben meghatszorozom a
tartalmat, akkor egyenl6k maradnak:

(lesz bal oldalon 12db & és 12db £

a jobb oldalon 6db & és 12 db

De ha a bombdk szamat nem hatszorozom
meg (elfelejtem, mert az egyenlet két oldalat
nem zardjeleztem be a nagy szines zardjellel),
akkor elbillen az egyenl&ség:

A masik tipushiba ugyanennél az egyenletnél: ha elfelejtem a kunkorit, vagyis nem
kunkoritom fel az egyenletben a zardjelek végét, ahogy most itt [athato:

JOL: (@XT_LL)—(ZXT_S)— 2}&@)

2
Es a kovetkez6 ériasi hibat kovetem el:
9x—12—-4x—6 — 12x = 6—X

2 3
3(3x—4)-2(2x-3) — 12x ¥ 6 — (x—6)

9x—12 —4x 6—x
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Vagyis aki tortes egyenletnél a tortvonalakat nem  kunkoritja fol
(piros zardjelek), a gyehenndra kerdl. Azzal egyetemben, aki egyenlet szorzasa el6tt
nem zdardéjelezi be az egyenlet két oldalat (nagy zold zardjel).

Természetesen a didk mindenre képes: hidba zardjelez, elfelejti az egyenlet mindkét
oldalat megszorozni...

K6z0s nevezd: legkisebb kdzds tobbszords legyen. A tortvonal: zardjelet helyettesit
— de mi azért nem vagyunk restek kitenni a zaréjelet!

7x—2 4-3x 3x+1
10 5

+1

2x—3 3x-3 3

5 4 20




—4x—3_7x+5
4

=3-2x Kunkori!

—2x—1_1—3x _ 1+4x_x—3
6 15 10 5
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x=3 3(x=2)_ 3x—4 2x—4
10 15 6 5

4x-3 3-4x _-2x-7 N
5 6 15

X
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3(5x—1) 5(6-2x) gy X713

4 3

IV/3) Egyenlet = allitas
- mely vagy igaz, és akkor meg kell talalni, mely szamra igaz; vagy lehet, hogy
,becsapas”
Egyenletmegoldas: azon x-ek keresése, melyekre igaz az allitas...
—x+1_ 5-4x _X_13x—2
6 9 18

ERTELMEZES:

Tudjuk: az egyenlet egy allitas: A tanar gondol egy szamra, és azt mondja, hogy a
kétszerese 10. A didk atirja egyenletté: 2x = 10.

Megoldja: x = 5 és megmondja, hogy a tanar az 5-re gondolt.

A tandr talanyosabb lesz: azt mondja, hogy gondol egy szdmra, a kétszerese 7-tel
nagyobb, mint a kétszerese.

Rogton tudjuk, hogy ilyen szam nincs, ellentmondd a gondolat.

De azért a didk felirja az egyenletet:

2x—=7 = 2X

Majd megoldja:

2x—7 = 2x [-2x

-7=0

Rajon a didk, hogy ellentmondd az egyenlet, nincs olyan szam, amelyre a tanar
gondolhatott. ©
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Egyenlet = allitas.
Egyenletmegoldas: azon x-ek keresése, melyekre igaz az 4llitas...

x+1 —-4-3x 3—3x 2-—-8x
— =X+ —
3 12 4 24

Ertelmezés:

Tudjuk: az egyenlet egy allitas: A tanar gondol egy szamra, és azt mondja, hogy a
haromszorosanal 2-vel kisebb szam a felénél 8-cal nagyobb.

A didk atirja egyenletté: 3x-2 = x/2 + 8.

Megoldja: x = 4 és megmondja, hogy a tanar az 4-re gondolt.

A tanar talanyosabb lesz: azt mondja, hogy gondol egy szamra, a kétszerese a
felének a négyszerese. Melyik ez a szam?
Ha egy kicsit gondolkodunk, akkor kideril, hogy teljesen mindegy, hogy mire
gondolt a tanar, barmelyik szamra igaz ez.

De azért a szorgalmas didk felirja az egyenletet:
x=4-%X
2

Majd megoldja:
2Xx = 2x [-2x
0=0

Rajon a didak, hogy ez mindig igaz, vagyis barmely szamra igaz az egyenlet:
»Azonossag, barmely valds x megoldas: Azonossag: Vxe R Mo.
©



—6x+10  3-2x _ 6-12x
5 3 4
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IV/4) Szorzatta alakitassal: els6fokuakra bontva - alap

Monddka: Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezgje 0.

Monddka: Ismeretlen tartalmazoé tényezével nem osztunk.

a)  (x-3)(x+5)=0

b) (3’(_2 +1)(5—2x)(x—”—3’_—xj:o
5 3

IV/5) Szorzatta alakitassal: els6fokuakra bontva - gyakorlas
a) (x=2)x=-5x

Mi volna, ha mindkét oldalt leosztanam x-szel?

Egy polinom-egyenletnek (egy ismeretlen kilénb6z8 hatvanyait tartalmazé

egyenletnek) annyi , gyoke” (megoldasa) lehet, ahanyad foku!
Lehet, hogy egy gyok tobbszor el6fordul.

Monddka: masod, vagy magasabb foku egyenlet ugy oldunk meg, hogy ,,egy
oldalra rendeziink” (,nulldra redukalunk”), majd szorzatta alakitunk. (Ugy,

hogy az az oldal egytagu, de tobb tényezébdl all.)



b) x*(x=3)=0
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f)  —20x3 = 45x—60x2 x3+3x% = 4x+12

g)  60x%=18x3+50x
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. 2—-4x 5x+3 2_q)—
i) (4— s ](4x 9)=0

i) (2x=1)% = 2x(2x=3)

k) 3x*+48=-24 6x3 = 15x2.
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V.

Algebrai tortek

V/1)

V/2)

Algebrai tort
Definicid: Algebrai torteknek hivjuk azokat a torteket, amelyek szamlaléja is és
nevez@je is egy polinom.

Kezelésuk:
Ha megfigyeljik a raciondlis szamokat, ott lathatd, hogy az egyszer(sités ugy
torténik, hogy mind a szamlalét, mind a nevez6t elosztjuk ugyanazzal a nem 0
szammal.

504 _
540

Tortek egyszertisitése: A szamlald is és a nevezd is egy tag lehet csakis.
Csak utdna egyszertsithetiink a k6zds tényezokkel.

12a’b
124’0 _ 3qp _
15ab*>  15ab®

3ab

Mi van akkor, ha tobb tagbdl all a szamlalé?
5a+10a*
6a’ +3a

“3x—3x"

3 2
X +Xx

27x—3x"
5x*+15x

30’ —3a’b 3
S5a—-5b



V/3) ET (Ertelmezési Tartomany) és egyszer(isités

Egy tort nevezGje soha sem lehet 0.
Vagyis egy tortkifejezés Ertelmezési Tartomdnya nem tartalmazhatja azokat a
szdmokat, mely szdmokra a nevezé értéke 0.

Tortet csak akkor egyszertsithetiink, ha a szamldlo és a nevezd is egy tag, és akkor
csakis a k6zds tényezdikkel.

Vagyis jelen esetben az ET keresése egy egyenlet megoldds, polinom tipustakndl
dltalaban gydkkeresés.

Els6 foku polinom-egyenletnél: két oldalra rendeziink, mdsod és magasabb
fokuaknal egy oldalra, és szorzattd alakitunk. Annyi gyokot keresiink, ahanyad foku

a polinom.
2_
PL.- X —3x+2
X—2
X 5 4 -2 -1 0 3 b 1
vi-3x+2
X-2
P 3x+2
x—2

Melyik az a szam, amire nincs értelmezve a tort?

ET: a nevezd nem lehet 0, vagyis megkeressiik, hogy mikor 0 a nevezé.

Csakis az értelmezési tartomdny megaallapitdsa utdn szabad egyszerdsiteni:
Egyszerdsiteni csakis olyan tortet szabad, melynek szdmldléja is, nevezdje is
egytagu: vagyis egyszer(sités el6tt szorzatta kell alakitanunk — hiszen akkor lesz a
szamlald és a nevezd is ,egytag” — de tobb tényezG6s szorzat:

V/4) Gyakorlas

x*—=3x+2 _
X—2
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X —1_
x> +1

12x—3x*—12 _
x*—4
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V/5) ET-ra figyelni

2 —
A= 2xX°+3x-2 ET:
—x—2
2x* +3x-2
—x—=2

Szamitsuk ki a helyettesitési értékeket:

A~ 2x> +3x-2
X —x—2
5
2
0
-2
-3
0,5

Algebrai tortnél egyszerUsités el6tt: megvizsgaljuk az értelmezési tartomanyt, mert
egyszer(sités utdn mar sok esetben megvaltozik az ET.

ET, majd egyszerdisits!

21a-74d°

a2 —50+6

20-5b
3b°—12b+12

X+2
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V/6)

2x—x* -1 _
2x—2

2x° —x

2
Nem kotelezd, otthoni gyakorlo: ax 4:;
3x+3
x> =1 X’ =x—6 2x+2

XC—Ct+x—cx  2X*—-7x+3  3x*—6x+3 '

x*—6x+9  2y’-20y+50
x—3  3y-15
15x*—3x

a—15x> +3x—5ax

Tortek 6sszeaddsa, kivonasa, szorzdsa, osztdsa: vond Ossze, csak egy tort legyen

K6z6s nevezdre hozas... ,0sszevonas”.

. . 3
Mivel egy tort valdjaban egy szorzat — pl.: T =3

szorzatta alakitas.
3

, €zért az 6sszevonas valdjaban

1
Pl.: E+2=3-E+2 DE: ez igy nem szorzat. Vagyis csakis egy tort lehet, ezért

,0sszevonunk”:
§+2—§+E—Ei lett egy tort!
5 5 g 5 gy gy '



,Vonj 6ssze” — vagyis , alakits szorzatta”

_2p+1

4

p
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3x+4x° -1
2x+5

—2x-1=

174



VI.

Szoveges egyenletek
VI/1) Alapvetd gondolatok

F6bb megoldasi otletek: Tablazat; ,,Nyomkovetés”, egyéb otletek

A legfontosabb: megtalalni, mely adatot keressiik, mely legyen az ismeretlen az ,,x”!
Vagyis: ha példaul egy szoveges egyenlet arrél szél, hogy a békak szdma hogyan
valtozott az évek alatt a téban, és a békdk kezdd létszamat firtatja, akkor a

kovetkezd kérdést kell foltennem magamban:

Monddka minta: ,,Tudom, hogy hany béka volt kezdetben a téban? Nem tudom.

Tehat tudom: x”

Mert ezzel az x-szel lehet algebrailag felgdngyodliteni, nyomon kovetni a példat, és

véglil felallitani egy algebrai 6sszefliggést, vagyis az x-re egy egyenletet.
VI/2) Sz6veges egyenletek

a) Apatizenot évvel ezel6tt kétszer annyi id6s volt, mint a most 12 éves fia. Hany
éves most az apa?

M 12 éve
A X (x—15)
F 12

b) Nagyanyonal tyukok és rofik élnek. Egyutt 30 fejiik van és 80 ldbuk. Hany tyuk

van?
F L
Ty X
R 30—x
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c) HAdésvidraegyttt 30 kg. A hdd tomege a vidraénak 5-szérdse. Hany kg kilon-
kiilon a két joszag?

d) Egy fagyi arus 5 gombdc hijan 4-szer annyi csokis fagyit adott el, mint

vanilidsat. Vanilidsbdl pedig pont fele annyit, mint puncsot. Osszesen 65
gombadcot adott el. Melyikb8l mennyit?

e) A hetedikesek Valentin-napon rdézsat drulnak. A rézsdk 20%-4at és még 2-6t az
otodikesek, a maradék harmaddanal 2-vel kevesebbet a hatodikosok vettek

meg. A megmaradt rozsak kétharmadat a nyolcadikosok vették meg. 50
maradt. Mennyi volt?

176



f)  Egy istalldoban 20-szal tobb 16 van, mint a masodikban. Ha az els6be még 8
lovat, a masodikba pedig még 2 lovat visznek, akkor az elsé istalléban
haromszor annyi |6 lesz, mint a mdsodikban. Hany 16 van most az egyes
istallokban?

g) Egy kétjegyli szam jegyeinek 6sszege 11. Maga a szam 27-tel kisebb, mint a
jegyei felcserélésével kapott szam. Mi az eredeti szam?

h) Egy téban élt néhany béka. A békdk szama egy év alatt ketté hijan a
haromszorosara novekedett, egy Ujabb év elteltével pedig (az el6z6 évihez
képest) megotszorozédott. Franciak koltoztek a kozelbe, igy a harmadik évben
annyival csokkent a békucik szdma, amennyi ahdnyan eredetileg a téban
laktak. Ekkor 12 -szer annyi béka volt a téban, mint eredetileg, és még 6. Hany
béka volt eredetileg a téban?
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i) Két pozitiv egész szam 6sszege 726. Ha a nagyobbik szam utolso jegyét, a O-t
elhagyjuk, akkor a kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szam?

j)  Aterrariumban gonosz pokok és artatlan legyek élnek nagy baratsagban (mig
f6l nem faljak egymast): pdk (8 1ab), 1égy (6 1ab). Osszesen 234 labuk van és 33
fejuk (giliszta nincs). Hany pok osztozhat a legyecskéken?

k) Egy haromjegy( szdm els6 jegyénél 2-vel nagyobb a kdzéps6 és a harmadik
dupldja a kozépsének. Ez a szam 196-tal kisebb, mint az a 3 jegyl szam,
melynek minden jegye az eredeti kozépsé jegye. Mi az eredeti szam?
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VII. Ismétlés
VII/1)  Végezd el a mliveletet — 6sszevonas — csokkend fokszam

(2x-3)? = (5%-6)* =
(6X2+5)(6x?~5) = (x24+2x+3)(x2+2x-3) =
(x+1) (x>—x+1) = (x2=2) (x*+2x2+4) =
(12x+1)(x+3) = (2x=3)(5x-1) =

VII/2)  Szorzattd alakitas

3cx?— 9—x2-18cx +27c + 6x = 2x’=2x =
(x*—8x—7)>-81 = (a*+1)2-289 =
x*—(2x-1)% = 45-3%x°—6x =
5x+14—x? = 49x%2-28x+4 =
(4x2+1)?-25 = 2x2+9x+10 =
6x°—23x+21 = 2 x“—i at=
1250 48
—18x3-32x+48x? = a’x—1-2ax+x—a%+2a =
—25x*4+20x%—4 = (x2+16)>—64x2 =
X?=6x+5 = 2x%+2x-24 =
—3%x%+3x+90 = 4x*+2x-12 =
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—9%%+21x—6 = —4x2+4x+3 =
X*=5x2+4 = X=X +x3+x2=2x+ 1=
9x%>-24x+16 =

VII/3)  Egyenletek
X—=5 _2(3—2X) _4-6x

2
3 5 6
2x% = 16x-32 9x3 = 4x
2 J—
3x? = 10-13x 2 -B8
3x"—6x—-9
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3-3x" B
5x° +5x° +5x+5

2x* —x _ 4x*—12x
2x*+1  x*-3x
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2x+1 1-3x 3x+2 4+6x
+ = -3.

2 2 6 10
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6x2+13x-5=0 4x*-12x = -9

5x—2 3-3x —2x—1 5+42x
— + =2x+3— -
4 6 3 2

7

Add meg a kovetkezd két szam Osszes k6z0s osztojat:

a=2%527%11* b=25%7%13
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2—3x 3—-4x

5

2x—4=2—

—%(5—3(x—3)+5)=—

Szamold at 10-es szamrendszerbe:

2011205 =

Szamold at 2-es szamrendszerbe:

1731 =

Szamold at 5-0s szamrendszerbe:

2589 =
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(5x*=5)(3x*+18x+27) = 0

12x3+3x = 12x?

Adott a kovetkezd 5 jegy(l szam: 300041 Oszthatd 15-tel is és 24-gyel is. Mi lehet
ez a szam (Ha tobb van, add meg mindet!)
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Szamold at a 30214 szamot az 5-6s szamrendszerbe!

Alakitsd szorzatta
9x%>—6x+1 =

20y—-20y>-5 =

81x*-16 =

—4+2x3+x°—8x =

x2—3x-10 =

2x%—x=15 =

Korilbeltl hdny jegybél all: 7°°
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2
Oldd meg: 28x 4 _3x 212x+12 _1
2X°+3x-2 5x° =20

Egy természetes szdm pozitiv osztdinak szama: 10. Melyik ez a legkisebb szam? (Ne
csak végeredményt ir, latszodjék, hogy gondolkodsz...)

Legaldbb hany szamjegybdl all a 128° ? Prébalj mennél pontosabb becslést adni!

Melyik a nagyobb? 24 vagy 2547
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Adott két szam az x-es szamrendszerben: 21, és 23x A szorzatuk: 513,. Melyik ez a
szdmrendszer?

Kétféle daraltkdvém van: az olcsébb kildja 20 €, a dragabbé 30€. 40 kg kavét akarok
ugy kikeverni beldlik, hogy annak kiloja 27€ legyen. MelyikbSl mennyit kell a
keverékbe tenni?

i 35! Dy
Melyik a nagyobb: ﬂ vagy 5

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
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