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Linearis fliggvények

I) Halmazok
II) Flggvények
1) Rendezett parok, rendezett parokbdl allé halmazok, Descartes szorzat

Descartes szorzat: A = {~1; 0; 2} B = {~1; 3}. Ird f6l Venn-diagrammal az AxA; BxB, AxB és a BxA elemeit.
Melyek azok a rendezett parok, amelyek tobbszor is el6fordulnak? Miért van ez?

A ={0;2;5} B = {1;5} A lehetséges Descartes szorzatok: Ax
lehetnek elemei a kdvetkezd rendezett parok:

|AxA| = |AxB|= | BxA|
(0;5) e

(5;2) €

Rajzold fel elemekkel azt a két legkevesebb e

(1;3) (2;4) (3;4) és (4,5) € AxB.

t, melyekre igaz, hogy:

Aki 5-6s aka A és B viszonyardl, ha (AxB) \ (AxA) = .

f(): Gyerekhez hozzarendeljik az édesanyjat

g(): Edesanyahoz a gyerekét

h( ): Gyerekhez egy nagyapjat

j(): Egy boltban a Turé Rudihoz az arat.

k(): Egy boltban 200 Ft-hoz az érte kaphatd terméket.
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Grafikon mutatja a kisvarosban a fert6z6ttek szamat a 0. naptdl a 60. napig.
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Adott az f( ): R—R; y =—2x+1

Mit rendel a kovetkez6 fliggetlen valtozékhoz:
x1=-3;x2=0;x3=3;

f(=3) = f(0) = f(3) =

Melyik fiiggetlen valtozdéhoz rendeli a kbvetkez6 fliggvényértékeket:
y1=-3;y1=0;y1=2

fix)=-3 filx)=0 flx) =2

3) Szemléltetés

Adott a kovetkez6 fv.: f{ ): R—>R; y =§—3 Rajzold fol ot, majd

rajzold fel a koordinata-rendszerben az értéktablazat pontjait!
x |-al3]2]a]lol1]2]22]28]3]
3| [ [ [ [ [ [ [ [ [ |
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[ll) Fogalmak, definiciok
1) Elnevezések, leirds
2) Fuggetlen valtozo - argumentum flggd valtozo (fliggvény érték) - helyettesitési érték
3) Ertelmezési tartomany; értékkészlet

Hatdrozd meg a kdvetkez6 hozzarendelés( valds-valds fliggvények értelmezési tartomanyat:

3
=33 g(x)zz";_l

h(x)z(x—z))((2x+1) )

4) Gyakorlas

Toltsd ki az értéktablazatot. Az 6skép keresés mindig egyenletmegoldas!

g(x) —4 -3 -2 -1 0 1 2

12



Add meg az értelmezési tartomanyt — Di —, toltsd ki az értéktablazatot (oda-vissza), majd dbrazold az
értéktablazatbdl kiolvasott pontokat!

A
h():R—)R;xn—>y=£ Dh: SERAREERR ALY
x |alal2]alol1]2]
/ey | [ [ [

e |3 lals|elss]o]m e
wsien| | ]

Mihez rendeli a fv. a =50 értéket: h(x) =-50 x="7?

Add meg az értelmezési tartoman
értéktablazatbdl kiolvasott ponto

i( ):R—R; i(x) =—1,5x+1

(0]

w

(]

13



14

5) Injektivitds (kdlcsonosen egyértelmiiség) = invertalhatdsag
Szamold ki a figgvényértékeket:

2
7 11 3 0 4
|x|—>—%x | |x|—>x2+2 | | xr—>§ | |xl—>—2x+5 | | x>x2-3x—6 |

Szamold ki az 6sképeket (egyenletmegoldas)!

|x|—>—%x | |x|—>x2+2 | | xl—>% | |x|—>—2x+5 |
7 11 2 0
3

Toltsd az alabbi tablazatot (keresd ki az y érté
(Ha felirod az inverz fv-t, a ,visszafelé” fv-t, ak




Toltsd az alabbi tablazatot (keresd ki az y értékek 6sképét —ha van!) f( ):R—R; y =

x+10

x—4
(Ha felirod az inverz fv-t, a , visszafelé” fv-t, akkor gyorsabb...
X
y -13 -6 -1 1(!) 3 6

f( ): R—R; fix) = 2x+4. Toltsd ki a tablazatot, de a ,visszafelé” ke
»inverz” flggvényt, a ,visszafelé fliggvényt!

el6tt prébald meg felirni az

-3

-1

0

10

(0}

Abrézold azokat a pontokat, amelyek elsé koordinatdja

—2, a masodik barmi, akdr nem egész szam is lehet.

16
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Abrazold (ha kell vonal, ha kell satirozas) azokat a pontokat, melyek:

a) Kékkel: az 1. koordinatdja —4; a masik koordinata barmi lehet: P(-4;y)
b) Zolddel: a 2. koordinataja 3; az elsé barmi lehet: P(x;3)

c) Pirossal: két koordinataja megegyezik P(x;x)

d) Feketével: a két koordinata 6sszege 4, vagyis P(x;4—Xx)
ok

r
J

A
&

(]

(54

e) *azl. koordinatdja kisebb mint ma@sodik. P(x;y) ahol x <
f) * P(x;y), ahol min(x;y) = 1 (a ketté koord. kézil a kisebbik 1)

g) * P(x;y), ahol max(|x|;|yl)=2 (vagyis a két koordinatdnak veszem az abszolut értékét, és a
nagyobb érték is még kisebb, mint 2. EI&sz6r csak ugy probalkozz a koordinata-rendszerben, ra
fogsz jonni, hogy hol vannak ezek)

w

~

(]

(54




Adott a kévetkezé fv.: g( ): R—R; g(x) = x¥>-4 Adjuk meg a fliggvény grafikonjdnak a koévetkezé x
értékekhez tartozé pontjait: x=-5; -4;-3;-2; -1,0;0,5 1; 1,5 2; 2,5 3; 4.
Példaul: x = -5, ekkor: P(x; g(x))= P(-5; g(-5)) = P(-5;21), mert a g( ) fv. =5-h6z 21-et rendel.

Grafikonok okos olvasasa

Aladar tavolsaga a lakas

Aladar kerékpdrozni otthonrdl a baratjdhoz, majd
hazament.
a) Milyen tavol lakik a baratja? =

I S R L - - -]

b) Hany perc alatt ért oda?

¢) Mannyit pihent utkézben odafelé?

d) Mennyi id6t toltott a baratjanal?

e) Mikor ment a leggyorsabban?

f) Hany métert tett meg atlagosan 1 perc a amig haza

A grafikon egy kerékparos utjat
Vizszintes tengely: eltelt id6

-val ment elGszor?

ont, amikor a kerékparos elsé 20 percben szépen lassan farad, utdna pihen 5
dul egy emelkedére:

ebességgel megy 10
6l fékezés nélkul gurul 2
percet, majd még 10 percet teker néha
lassan néha gyorsabban. igy megtesz
megint 24 km-t. Vagyis az grafikon
tengelyei ugyanolyanok, mint az el6bb.

A tengelyek nevét és az adatokat te irod
fell

17



Hatarozd meg, hogy a kovetkez6 harom fliggvény képe hol metszi a tengelyeket, vagyis mely
pontokban.

(Az y tengelyt akkor, amikor az x = 0 pl.: (0;7) , az x tengelyt akkor, amikorazy =0, pl. (-3;0) )
A harom fliggvény hozzarendelési szabalya:

f(x) = 3x-2 g(x) =-2x-3 h(x) = 4x

IV) Linearis (els6foku és konstans), illetve linedrissa tehetd fliggvények

18

1)

2)

3)

Az els6foku figgvények

Def: Az x»mx+b, ahol me R\{0}, be R, hozzarendelési szabalyu fuggvényeket els6foku fuggvenyeknek
hivjuk.

A linedris fv. els6foku, vagy konstans fv.

Mit6l fugg a valtozas — vagyis a ,meredekség”

A gépekbe ,bedobok” egy szamot, majd utana egy 2-vel nagyobbat. (Ha nehéznekiérzed, akkor legyen

a szam elGszor 5, utana 7)
L N A
f(): y=-3x+1 | Ig() y=—-2x/5-3 | h(): y=4x+5 | 1 ry=x-1 | () y=2x-1 I
7 T
ql) |

N 2
| k(): 5:0,5x+6| I m(): y=x+2 | | () y=—3x—4 | p( ) y=2x+2 | (): y=x+1
= 7

Melyikeknél lesz pozitiv valtozas — (vagyis tébbet dobiki a.gép):

Melyikeknél lesz negativ valtozas —+ (vagyis kevesebbet dob ki a gép):
Melyiknél lesz a legnagyobbfpozitiv valtozas:

Melyiknél lesz a legnagyobb negativ valtozas:

Melyik novekszik, deha legkevésbé:

Melyik csokkens‘de a legkevésbé:

Mitél figg a'valtozas mértéke:

Melyeknéla legmeredekebb a valtozas:
Linearis fv-nél'két pontjabdl mar dbrazolhatd a fv. grafikonja!

Egyszerdsitsd a kovetkez6 torteket:

3x—6 50x° -8

5x—-10 8—-20x

X} =2x+1 9%’ —6x+1
x* =1 2x—6x°

X*+3x+2

x> —2x-3



Adott a kdvetkez6 négy fluggvény:
f(O:R=R;y=x  g():R=>R;glx)=2x  h():R=R;y= §+ 1 i(): R>R; y = —2x+1

Toltsd ki az alabbi értéktablazatot mindegyikkel, majd abrazold 6ket négy szinnel a koordinata-
rendszerben. (Elég két-két pontjukra egyenest illesztened!)

x |4|-3|2|-1]0|1]|2 3|4 |5]|6 "“A

f) »

8x)

h(x)

i(x) -

-.-
i | 4 | 270 2 | 4 | 6

Lent, a baloldali koordinata-rendszerben rajzold meg annak a =
flggvénynek a grafikonjat, mely 4tmegy az A(2,1) penton, és az m p
meredeksége: a) m = 1 kékkel b) m = 3 pirossal e)im = % zolddel
Lent, a jobboldali koordindta-rendszerben rajzold meg annak a _in
figgvénynek a grafikonjat, mely atmegy az

A(-3;1) ponton, és a meredeksége

a) m = -1 kékkel b) m = -2 pirossal ¢) m = —% zolddel

@

=~

[=7]

[3.]

(3]

N

Y
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f(): R—>R; f(x) = —x+1

Tipus, értelmezési tartomany (Ds), zérushely, y tengelymetszet, meredekség, fixpont; majd abrazold!

Toltsd ki:

f(x) -4 0 =50

2
Ajanlott: g( ): R—R; y = §X—1

Tipus, értelmezési tartomany (Dg), zérushely,

szet, me‘kség, fixpont; majd dbrazold!

A

6

T

%

3

Y

'Y




Add meg annak a linearis fv-nek a hozzarendelési szabalyat, mely grafikonja illeszkedik az A(-3;4) és a
B(300;4) pontra:

f():R—-R; y=

Abrazold kdzos koordinata-rendszerben: (el6szor lineéris alakra kell hozni...) (elég két-két pont, és
rdilleszteni a grafikont)

=]

F()=3(x+4)

[+1]

g(x)==(x-3)+= "
16 n 12 0 2 4 6 8 10>-
3x-1 3 5
h(x)=- —= -
()=-——-3

A
=4

4) A meredekség Ujra
Mely pontokban metszik a tengelyeket a kovetkezé hozzarendelésu fv-ek grafikonjai:

y =3x-10 y ==2x y =50x+10

Kilénb6z6 szinekkel rajzold'meg azoknak a linedris fliggvényeknek a grafikonjat, amelyek atmennek az
adott pontongés a meredekségukis adott — és
ird rd a nevilket!

(4]

fl2=A(0;,0) m=1
g():B(0;0)m=+1
h(): C(=1;=2)m =3

w

L]

. 1
i(): D(—l;—Z)m:§ B 4 B B 1o > A -

j():E(2;1) m=-3

1 _
k() E(2;1) m=—— ?
(): E(2;1) 3

21
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Hatarozd meg a kovetkez6 hozzarendelés(i fliggvények meredekségét!

— 6x°+3
2x=4 .5 b(x) = (3x=5)(2x+1)~6(x~1)(x+1)  c(x) = —2—"X 42
-5 10x+5

a(x) =

Nem kot.: f( ): R—>R; y = 2x=1 Toltsd ki az

2
értéktablazatat, és abrazold a pontokat! g(): RoR; y=—2x+1.

értéktablazatat, és abra

x | -1 0| 1
fix) 5|0 | 2

g():AésD m= i

h():AésB m= 1

. . D= 4:0

i():CésB m= 4 3 2 10 ) 4 5 7
-1 .

j():CésD m= A=(-3 -1 B=(2 -1)



5) Grafikonrdl torténd leolvasdsok, fliggvény hozzarendelési szabaly visszakeresése

a) Meredekségbdl és egy grafikon-pontbdl a fliggvény felirdsa
Add meg azt az f( ) linedris fv-t, mely meredeksége 2 és
grafikonja atmegy az F(0;3) ponton. 6
(Ha akarsz, rajzolsz.)

Add meg azt a g( ) linearis fv-t, mely meredeksége —%

és a G(2;-1 ) pont illeszkedik grafikonjara.

Add meg azt a h( ) linearis fv-t, mely grafikonja
athalad H(—2;-1) és I(3;0) pontokon.

Add meg annak a linearis fv-nek a hozzarer
a) (0,-4) és a (—3;0)

, melyathalad az
és az (1;,—1) koordinatdju pontokon.

Add meg annak ird fol annak a linearis fv-nek a definiciéjat,
hozzarendelési 2 : mely dtmegy az A(0;500) B(—400;0) ponton!

2nyek grafikonjanak két pontja
adott pontok koordinatdit ugy, hogy illeszkedjenek a f( ):R—R; y:—%x+2 fv.

grafikonjara!
Al0; ) B(-6 ) a ;0 D( ;5)

Adott g( ): R—R; y = -2 fluggvény. Add meg annak az f( ) fv-nek a definicidjat, mely grafikonja a g()
fliggvényével parhuzamos, és atmegy a (—1;2) ponton!

23



24

c) Adott egy P(3;y) pont, az f( ): —2x+5 hozzdrendelésl és a g( ): 3x+b fv. Mennyi legyen a b, hogy a P
pontban messék a grafikonjaik egymast?

Egyszer(sitsd a kovetkez6 torteket:

904’ +30a" _ X =2x+1
5a° +15a 3x—3

X +x—6 _ 9x* =25
8—2x’ 9x*—30x+25

d) Menet, monotonitas
ird le szavakkal és jelekkel a szigoriin monoton névekedd és a szigo
definicigjat!

monoton csdkkend fv-ek

6) Fuggvényjellemzések

a) Alapvet6 szempontok
b) Nem két: Add meg ann

hogy f(-5) = 3 és f(2

is fv-nek a hozzdrendelési szabalyat, melyre igaz,

ez6 figgvényt ugy, ahogy az 6ran tettik:

Y




Jellemezd, majd 4dbrazold a kdvetkez6 fliggvényt Ugy, ahogy az 6ran tettik:

g( ):R—R; y=2x )

Jellemezd, majd 4dbrazold a kdvetkez6 fv-t Ugy, ahogy az 6ra

g ():[-2;6] —>R; g(x) =_§+1

25
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c) Adott egy f( ) fuggvény grafikonja.
Mi az értelmezési tartomany? Ds =

Mi a max érték amit folvesz? Max.érték:

Hol veszi fel? Max hely:
Az 1-et mely helyeken veszifel: x1=  x2 =
A —1-et mely helyeken veszifel? x1=  x2=

A 3-at mely helyeken veszi fel? x =
Mi a minimum- értéke a fliggvénynek:
vagyis a minimalis érték, amit felvesz? Min. ért.:

Mi az értékkészlete? Rs =

Adott egy f( ) fuggvény grafikonja.
Mi az értelmezési tartomany? Ds =
Mi a max érték amit folvesz? Max.érték:
Hol veszi fel — vagyis. Max hely:

Az 1-et mely helyeken veszifel: x1=  x2 =

A —1-et mely helyeken veszifel? x1=  x2=
A 3-at mely helyen veszi fel? x =
A —4-ben mennyit vesz fel? y =

A 2-ben mennyit vesz fel,

Min. ért.:

Mi az értékké

-

-3

b

ovetkez6 fv-t Ugy, ahogy az éran tettik:




e) Jellemezd és abrazold — mindent gy, ahogy az éran! Ellenérizz a symbolab.com-on!
9x* -4
3x+2

9( ):[-1;2]1-R; g(x) =

f) Jellemezd és dbrazold — mindent ahogy az éran! Ellenérizz a sy
4x> -9

g():-1;31-R; g( x )= -

27



g) Jellemezd és dbrazold — mindent ugy, ahogy az éran! Ellenérizz a symbolab.com-on!
_3x%—12x+12
2x—4

h():[—4;2]—>R;h(x)

ugy ird fol a kovetkez6 hozzarendeléseket, hogy azokon

x*+2x-3 3-3x’
__4 y:
x—1 2x-2

28



Jellemezd és abrazold a h( )|}-1,2) leszlikitett fliggvényt - mindent Ugy, ahogy az éran! Ellendrizz a
symbolab.com-on

8x* -2

h():R—R; y=

Melyik hozzarendelési szabaly linearis, vagy tehetd linedrissa?
Melyik hozzarendelési szabaly linedris. Amelyik o ird le Ugy a hozzarendelési szabalyt, hogy
latszddjék a meredekség! (Segitség: ha a Symba 0d: pl. y =%(2—x), akkor kirajzolja a grafikont,
és latod, hogy linearis-e!)

5

3(X—4) —+4

Sx+x

2x° +12x* —14x
3x% —3x

Nem kotelezé: Jell :R=>R;y=y=

=)

@

o
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Adott 2 pont: A(5;-4) B(-3;2) és egy C(4;2) pont. ird fol azt a [
linearis fv-t, amely grafikonja athalad a C ponton, és | ’
parhuzamos az A és B-n dthaladé egyenessel!

8) Fliggvény szorzasa
Adott az f( ): R—>R; y = m-x-3.
Szavakkal ird le, hogy mi torténik a meredekséggel és a fliggvény grafikonjaval, ha a kovetkezo6 fv-t
nézem: g()=-3-f()

9) Az egyenes aranyossag

ird mellé, hogy ha egyenes ardnyossag, akkor ,lgen”, egyébként ,,Nem” (ha életbdl vett, akkor , idedlis”
eset)
e  Egy karacsonyfa ara és magassaga kozott.

e  Aliz cicdinak szama és Aliz életkora kozétt.

® Gabor otthon eltoltott ideje és az iskolabanmeltoltott ideje kozott.

e Tablas csokolddé tomege és a csoki ize kozott.

e Egy csuszda hossza és a rajta végigesuszo csiga haladasi ideje kozott.

e Egy konyv elolvasott'és el nem olvasottilapjainak szama kozott.

e Egy ember testsulya és életkora kozott.

e A csalddtagok szama és a csalad\élelmiszerre koltott pénzének mennyisége kozott.
e Ascreéntime és elhtilyilés kozott.

e Asiitemények szama ésa felhasznalt liszt mennyisége kozott

e ( Egyéplilet magassaga és kora kozott.

® A lakasban elfogyasztott viz mennyisége és a vizszamla végdsszege kozott.
e Tyukok szdma és a tojt tojasok szama kdzott?

Egy kocsi kereke egy fordulattal 0,75 m utat tesz meg. a) Milyen kapcsolat van a fordulatok szama és a
megtett Ut kozott? b) Hanyat fordul a kerék 50 m-en, és hanyat 3,2 km-en?



Egy csapbdl 5 éra alatt 2 tartdly telik meg. ‘tartély
10 d6ra alatt mennyi? 1 éra alatt mennyi? 18 dra alatt
mennyi? Készits tdblazatot — déranként, és abrazold
koordinata-rendszerben; az egységeket magad
hatdrozod meg — nem sziikséges egyformdanak lennitik!

Ora 1 1,5 2 2,5 4 10

Tartdly

225° hany radidnnak felel meg? Ha 12 kg kris , akkor 60 kg hany

Euro?

Ha 18 kg méz 160 Euro, a

iz radian hany foknak felel meg?
kg-ot kapok? 3

Karint yes: Tanitom a kisfiamat ,— Ha kilenc kalyhdban 6t és fél nap alatt tizenkét kébméter
blikkfa ég el — mennyi nap alatt ég el tizenkét kdlyhaban kilenc kbbméter biikkfa...”
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Linearis, v. linearisra - vagy azok szorzatdra visszavezethet6 egyenletek

[) Egyszer(ibb linearis egyenletek
1) Egyenlet = egy igaz allitas egy altalunk még nem ismert szamra.

Mondd végig hangosan a zardjelfélbontast, majd vonj 6ssze, és oldd meg az egyenletet:

—(3x+5)+2(x—4)+(7x—3-5x) = 6(3x—-5)—(11x+3)-2(—2x-1)

3(5x—2)-2(3x—4) = 5-3(-2—4x)

12(3-11x)-5(10-8x) = —4(3-5x) X+3)#x=3(5-2x) = 2(5x—1)-3(2x+4)

) = 5x—(3+2x)—(3x-3)

3x = 8x (Figyelj, mert itt még két oldalon van x...)
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2)

3x(2x-3)

Jellemezd és abrazold: f( ): [-4;3]—R; y=

—5x(2x-3)

E-Y

Egyenletek f6 megoldasi menete:

Is6 jegye 4-gyel nagyobb, mint a
és a masodik fele a harmadiknak. Ha a
szambdl kivonom az utolsé jegye elhagyasaval
kapott kétjegylt, akkor 758-at kapok. Mi ez a

Apa most 25 évvel idésebb a k
O0sszegénél.

4 évvel ezel6tt a fidk
Otszorosénél 1 évvel

most? szam?
3) Néha as
2(7x—=5)—(4x+3)=-2(5-3x) — 3(1 - 2x) 14x+5 =-23x+5
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5(2x-3)+4(5x+2) = =2(7-3x)-7(x-1) 2(13-5x)—-4(6—2x) = —=2(5x+3)-4(7-5x)

4) Latszolag mdasodfoku egyenletek:

(14x)(3x+4)~(2x+1)(x-3) = x(x—4)+23 (2-3x)(2x+1)~(1-x)(5x+2) = —(x=

5) Zardjelezés!

(4-x)(5-3(2-2x)) = (2x-1)(2x+1)—10x(x+2)

)2 = (1—‘1)—(x+4)(x+3)

—(2—x)°=3(x-3)(x+3) 2x — (x+2)(5-2x) =3(3—x)

Ha egy szam duplajahoz 7-et adok, akkor ugyanannyit kapok, mintha a ndla 10-zel kisebb szamot ottel
osztanam. Melyik ez a szam? (EGYENLET!)



II) F&bb egyenlet-tipusok
1) Tortes linearis egyenletek

A végeredmény elég kanonikus alakban:
LNKO: (475, 570) = (5700, 570, 3400) =

LKKT: [475, 570] = [5700, 570, 3400] =

\ 4

Hany db. osztéja van a 144 000- i ize , értsd meg Ujra. Tudd... Hatha
megkérdeznek rdla...

=1-2-3-4-..-99-100)

»Kanonikus alakot kérek”: ne legyen se zardjel, se tort, és csak primek legyenek, névekvé sorrendben,
pozitiv vagy negativ kitevével!

-1 5
14-2° ) -
( ) 11—2 _
107°-187%-3371
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Nem kot.: ,, Kanonikus alakot kérek”: ne legyen se zardjel, se tort, és csak primek legyenek, novekvé
sorrendben, pozitiv vagy negativ kitevGvel!

eyt [ 2870 Y
(19672-35% ) (121‘2J_

10°°.3247%.77°* B

ird fel a kovetkez6 két szam Osszes kozos osztdjat:. a = 22-33-53-72-13 p = 25-3-1
ki kell szdamolni, majd fa struktura!

1

3x+2 4x-7 5-3x
X— = - +
6 10 15



52x-3_5-2x_5x-1 x , 2(4x—1)_2x=2x—8_5(x—2)
4 2 5 5 2 3 4 6
Javasolt:

3 2 2
x—= |+ =x+
(3213

2) Tobb zardjel
—(—(-2(x+3)+10)) = 4-2x —2(5-3(2x-4)) = 3(5x-2(3x+4))



(x+2)(x*=2x+4)—x(x-3)(x+3) = 26 2-2x —x+3 3x 7x+3

5 4 2 5

3) Magasabb foku, de 0-ra redukalas utan linearis tényez6k szo

(3x-6)(5-2x) =0

Egy oldalra, majd szorzatta...:
x3=0 6x*=3x



Tudd fejbdl felbontani a zaréjelet, vagyis csak a végeredményt ird le!

(Bx-12= (2-5x2=  (x-2)(x+2) =

(4x-3)(x+3) = (x+y-1)(x+y+1)=  (19-5x)?=

(3x2+1)2= (5-11x)2=  (13x*-15x)(13x%+15x) =
Emlékezz:

MASOD, VAGY MAGASABB FOKU EGYENLETEK UGY OLDUNK MEG, HOGY EGY OLDALRA RENDEZZUK
(0-RA REDUKALIUK), MAJD SZORZATTA ALAKITJUK.

EGY SZORZAT AKKOR ES CSAK AKKOR 0, HA VALAMELYIK TENYEZOJE 0.
12x = 8x2 6x3=18x2

3x2=75

625 = 16x*

\ 4

(3x=7)2=64

3-5x 5x-2_ 13x-7
2 5 4

2x3 = 4x%+30x




3x% =15-12x 3x%2 =507

2x>-68x =578 2x(5-3x) = 3x(2x+4)

(3—x)? = (x=5)? 3x2+5x = 7x%—

\ 4

Aki 5-0s akar..: (2x=3)(x—5)—(6—4x)(x+5) = 2x-3



Nem kotelez6 Nem kotelezd
(2x—6)(2x+1)—(x-3) = (9—3x)(x+2) (3x=5)(2x—1)—(5x-3)(3x=5)+(x+4)(5-3x) =0

(4x-1)(2x+3)—(2x+3)(5—-3x) = (2x+3)(7x+1)

4) A nevezlk kezelése: ki 0206 6k, szorzattd alakitasok, egyszer(isitések

Szamlalod és n itasa, Ertelmezési tartomany (kikotés), majd egyszer(isités!

8x° —8x*+2x _

Nem kot.: 3
12x° —3x
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5) Algebrai tortes egyenletek - 1
— A KIKOTESEKET NE FELEDD! — AKI NEM EGYSZERUSIT...

12-3x
X

-5

X" +8
x+4

4x-2

3x+1

Nem kot.:

5x*—10x+5 _1
6x* -6



A KIKOTESEKET NE FELEDD! -- AKI NEM EGYSZERUSIT, ANNAK ANNYI...

2 2

-1 — —
X 5 4x -1 3x 7 ) 6x—12
x—1 2x-1 3x-1 2—6x

7) Algebrai tortes egyenletek - 3

3 .
5x+5 10x+10 120

\ 4

x—10_4_10+2x
7—x x—7
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A KIKOTESEKET NE FELEDD! -- AKI NEM EGYSZERUSIT, ANNAK ANNYI...

x> x+2 8 ) 4 X 4 — x
- = Nem kot.: - =

A—x* 2—x x+2 XX —4 X —2x x4+ 2x




A KIKOTESEKET NE FELEDD! -- AKI NEM EGYSZERUSfT, ANNAK ANNYI...
18x+2 15x+1 .
- =3 Nem kot.: —
x—4 X+5

8) Algebrai tortes egyenletek — 6sszetettebb

8x—3.3x—4_1
6x—3 4x-5

Nem kot.:

x+1_x—2_9x—3

3-x x+3 xX*-9

Lot 1
8x+4 10x+5 4
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A KIKOTESEKET NE FELEDD! -- AKI NEM EGYSZERUSIT, ANNAK ANNYI...

1-2x 3x—-4
- =4 10x3 — 25x% = 90x — 225
6—-2x 3—x
2 1
Nem két.: — X =0 6x3+48 = 12x

X*—4 XxX2—2x X 4+2x

\ 4




2—6x _3x+4

4—x 8—2x

10) a"-b" = (a—b)(a"*+ a"2-bl+ a"3-b%+ a"*-b3+...+ a2-b"3+ al-b" 2+ b"?)
Alakitsd szorzattd — mennél tobb tényez6vé...

x3-1=

x3-8 =

125x3-1 =

16x*-625 = 125y3-8 =

N
[~

@

-]

n

Y

|
L]
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2) Altaldban
3) Gyakorlatban

Oldd meg grafikusan: 3x-5=6

=]

@

3x

2
Oldd meg grafikusan: 7X+2=——1

Egy oldalra

2x>-3x=2

2x? = 15-7x x*+16 = 8x?




IV) Mikre j6 az egyenletek?

1) Néhany szbveges egyenlet
Egy 27 éves apanak 3 éves a fia. Hany év mulva A biifé kedvezményes arai: ,Udit8 + Siiti” = 470 Ft.
lesz az apa hdromszor annyi idés, mint a fia? ,Udité + Pizza szelet” = 530 Ft. ,,Siiti + Pizza” = 560
Ft. Mibe kerilnek kiilon-kilon?

Egy kétjegyl szamban a tizesek helyén 3allé
szam 4-gyel kisebb az egyesek helyén allo
szamjegynél. Ha a szamjegyekhez egyet adunk,
és utdna a szdmjegyeket felcseréljiik, akkor az
igy kapott és az eredeti szdm Osszege 121.
Melyik az eredeti szam?

X 10
Ol egaze lete usan: 2x—3=2—5

-]

1]

N

4
=4
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Mekkorak a A szogei, ha az egyik szoge 20°-kal
nagyobb a masodiknal, és a harmadik szoge pedig
10°-kal kisebb az elsénél?

Egy falu lakossaga 5%-kal nétt. igy mar 126-an
vannak. Hany f6 volt eredetileg?

permetlé
, mert ez

Ajanlott:
(x +2)3=x(3x +1)%+(2x+1)(4x>-2x +1) =-13

60 kg 25%-
vizet kell
kapjunk?

any liter (kg) tiszta
%-0s oldatot

Ha egy szamot 20%-kal megnovelek, akkor a 80%-
anal 24-gyel nagyobb szamot kapok. Mi ez a szam?



2) Kompetencia-mérések példai
Torta
Egy tortdhoz 80 dkg liszt, 4 tojas, 30 dkg cukor kell.
Mennyi liszt, tojds, cukor kell: 7 tortahoz, illetve 20 tortahoz

Ha van 2 kg cukrom, és ahhoz veszek lisztet és tojast: mib6l mennyi kell?

Ha van 10 kg liszt, 50 tojas és 4 kg cukor, és a lehetd legtobb tortat stitom, akkor ik fogy el,

mennyi marad?

Egy autd tankjaban 45 liter benzin volt. Az els6

ek 2 éra alatt 80 szendvicset készit. Hanyat
gyerek‘a alatt késziteni?

napi utazas utan megmaradt a %-ed része.

masodik napon elfogyott a maradék 35%
Hany liter benzin maradt a tartdlyba isod
nap végén?

V) Ismétlé
1)
X 7x 1 1

2 + 2 + = 2
2x°—4x+2 12x—6x"—6 3—-3x 1—x
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12x* — 3x2=3x-12x3 Nem két.: E+ 52X_1 — );+1 =X
X xX+3x 3x*+9x ,_, 6
X
2
2x-3 x+1 2 1 5x-3  4x+3

3 —6x+3 2x—x'—1 x—1 2-2x T 8x—6

Nem két‘

3 15x-9

6 8
=+ =
+12x+9 4x*—4x+1 4x*+4x-3




2) Egyszer(sits (El6tte értelmezési tartomdny!)

2x-2 4x* -4
3x>—6x+3 3x+3

3) Egyenletek

5x> —20 3x ) 5 7
> - =-2 Nem kot.: > =—
—2x°"+8x—8 10-5x 3x°—=12x+12 2x° - +3

.. 2 3 2
Nem kot.: —+—= —

X+2 +2x+1_ 3
4x°—-2x X 4x-2

=-1
3x—-1 x+5

4) Egyszerd(sits:

4x° —4x+1
4x-2
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5) Szoveges gyakorld

Egy haromszog szbgeinek aranya: 2:3:4. Hany
fokosak a szogek?

Egy fakereskedd 1 500 erdei kobméter tlizifat
vett, 100 eurdért kobméterét. Ez
szétvalogattatta, majd egy részét tlzifaként
eladta 10%-o0s arveszteséggel, de a masik részét
ronkfaként tudta eladni 60%-os nyereséggel
gy 7600 euré haszonra tett szert. Hany
kobméter tlzifat és hany kobméter ronkot
adott igy el?

6) Szazalékszamitas

Egy gépkocsira 0sszesen 3840 kg téglat raktak
fel. Az egyik fajtaju tégla tomege darabonként
4,75 kg, a masiké 1,70 kg. Hany téglat tettek fel
a kocsira fajtanként, ha 6sszesen 1046 tégla volt
a kocsin?

Két rekeszben 6sszesen 90 kg alma van. Mennyi
alma van az egyes rekeszekben, ha tudjuk, hogy
az elsé rekesz almainak 25%-a a masodik rekesz
almainak 20%-a?

a) ., Nincs szazalék, csak valaminek szazados torttel torténé szorzasa”
20 gombaporkolt kozil 12 friss, 5 romlott, a maradék mérgezd.

A gombaporkoltek hanyad része friss?

A gombaporkoltek hanyad része romlott?

A gombaporkéltek hanyad része mérgez8?

egyszer(sitve:

szazalékban:

egyszer(sitve: szdzalékban:

szazalékban:



A 70 pogacsabol csak 14 maradt meg. Hany
szazalék fogyott el?

A 180 6sszpontszambdl 162-6t értél el, ami

b) Valtozas
Hany szazalékkal nétt valami, ha 120-rél
192-re n6tt?

Valaminek az ara megnétt 45%-kal, igy
ma mar 319 euro. Mennyi volt tavaly?

Megn6tt az eredetileg
20%-kal. Mennyi m

c) Gyakorlas
25%-a:

d) Hany szazalékot szamolunk, ha valaminek a...

kétotodét vessziik?

haromnyolcadat vessziik?

Tavaly 200 tydkunk volt, idén 23%-kal tobb,
azaz % tavalyhoz képest.

szazalék.

Valaminek az ara lecsokkent 22%-kal, igy

csupéw $. Mennyi volt tavaly?

azutdn a nagy tiltakozasra lecsdkkenték

40%-a: 75%-a:

Es aminek a 60%-a 120?

0,02-szeresét vessziuk?
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0,123-szorosat vesszik? hat 6todét szamoljuk?

0,4-szeresét vesszik? 1,12-szeresét vesszik?

V1) Nehezebb egyenletek

A kovetkez6 példak a fejezet (Fv-ek — egyenletek B.) végéig 5-6soknek valdk
neN. p prim. Oldjuk meg: n*+n%+1 = p. Segitség: egész szdmos feladatoknal az egyi 0z a
szorzattd alakitas.

x,y,z € N. Oldd meg: x’yz+xy’z+

Segitség: egész szamos ik legerésebb eszkoz a szorzattd alakitas.

p és g pozitiv primek. p|g>=1 és g|p?>-1. Mi a két prim? Segitség: egész szdmos feladatokndl az egyik
legerésebb eszkodz a szorzatta alakitas.
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a,be N 2ab+a—4b-32 = 0 Vigyazz, ezt nem lehet szorzatta alakitani. Mégis, valamiféle szorzatra szlikség
van!

Egy Milka csoki 3 eurdba keril. A csomagolasaban van egy kis k
csokit, amiben persze tovdbbra is ott van egy kartya. Kész idegbaj.
hogy valéjaban hany €-ba kerul egy tabla Milka csoki tisztan?

et kapni egy Milka
dni szeretnénk,
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Az A és a B varosbdl (tavolsaguk 20 km, egyenes Ut van koztik) elindul egy gyalogos és egy kerékparos. A
gyalogos 5 km/h-val, a kerékparos 20 km/h-val halad. Induldskor egy doglégy a gyalogos orrardl elindul a
kerékparos orrdig 40 km/h-val, majd vissza a gyalogoshoz és igy tovabb. Hany km-t tesz meg szegény
doglégy, mig 0sszetalalkozik a gyalogos és a kerékparos — és légydog lesz az orrukon.

Egy korre folrajzoltunk 2020 fehér és egy piros pontot. Az 6sszes leh
csUcsait ezek a pontok alkotjak, melyikbél van tébb: amelyeknek van piro
Vagy tan egyenl8? Vagy egyik sem? Vagy ma nincs véleményed?

kozul, melyek
sa, v. amelyeknek nincs?

ébb Vuk-tdl. ,Fogdcskaznak.” Mig Vuk 3-at ugrik, addig Nyuszika 5-6t.
obb, mint Nyuszikdé. Hany Vugras utdn lesz Nyuszikabdl tepsifiiles (Vuk



Hany olyan 6 jegy(i paros szam van, amelyben pontosan 1 db. 5-6s szamjegy szerepel. Es amelyben legaldbb
egy db. 5-6s szamjegy van? Es amelyikben egy szamjegy sincs? Na?

Egy vazaban 75 fehér és 150 fekete babszem van, (mellette
kivesziink kett6t. Ami koztiik fekete, azt lerakjuk a vaza mellé, a
mindkettd fehér: azokat messze eldobjuk és berakunk helyettiik egy fe
babszemek szama? Milyen szinl lesz az utolsé babszem? Ha fehér, szere
forditva.

. Hogyan valtozik a vazaban a
fekete, nem szeret — vagy
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Linearis, vagy linearis tényez6kbdl allo egyenl6tlenségek illetve
nevezetes szorzatok

I) Bevezetés
1) Szdmegyenes

Oldd meg:
-1 4—
X X _1

3x—3 2x—2

5x—1_2x—3_0
5x+1 2x+3

Egy n szam kisebb a reciprokanal.
Egy egynél nagyobb pozitiv szam kisebb a négyzeténél.

Van olyan negativ szam, ami nagyobb a négyzeténél.

Ha Péternek és Palnak egyltt tobb 6tdse van, mint Janosnak és Laszldnak egyltt, akkor Péternek
tobb 6tose van, mint Laszlénak.

X > —X
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Hatdrozd meg azokat az x-eket intervallummal, utdna jelold szamegyenesen!

A szamegyenesen egy-két ponton ellenérizd, amit mdveltél...

4<x<- 5 4 3 2 1 o0 1 2 3 4 5 s %
Xe

XZ3AXx<5 s 4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 & %
X€E

x= 3v x<5 s 4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 & %

Xe
3<xA5=5x 5 4 3 2 1 o0
XE
5<xv6=x %
XE
X
2<xv(x<0A-3<x) 5 s 5 6 71
XE
II) EgyenlStlenségek kezelése
Lehetséges, ,,nyaklé nélkil” végrehajthatd atalakitds yenlGtlenségeknél, illetve célok (egy oldal,
szorzat stb.) ‘
1) Egyenl&tlenségnél csakis ekvivalens atalakitd
Add meg az egyenl6tlenség megoldasait a ter azan: 9x < 36
Nem kotelezd: Add meg a : i észetes szamok halmazan: 3x <20
Add meg inter, ast és dbrazold szamegyenesen:
4x+12 >0
s =
-5 6 7 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
2) ,Besz ett8s egyenl6tlenségek” kezelése
Oldd meg, utana add meg intervallummal, illetve szamegyenesen a megoldast:
-7<3x-2<10 -7<3-2x<11
= =
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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ird 4t a parjara:
halmazelméleti jel < relacio- és logikai jel. pl.: xe ]-3;4] & —3<x<4

xe [-4;3[u [2;8] &

X€ |—e0;=2] U]0;e0[ &
& x<3 v x>7
& x<1 A x2-5

3) ird fol intervallummal:

o | o . o
°

5572710‘123‘3,' 6 -5 -4 -3 -2 -1 0
xe xe

4) Mi a kovetkezd szorzat el6jele? (=5)(3)(—4)(—=1)(1)(7)(-4)=

5) Nagyon kényelmes ,magasabb fok”: egy oldalra rendezve, szorzatta alakitva:

Vizsgald meg, hogy a kdvetkez6 fv. melyik intervallumon vesz fol ©, O;illetve @ értéket:

fl):R—>R; y=2x-5 10

o

Abrazold is az el6jelgrafikont itt:

N

mVx

4
=4

Vizsgald meg, hogy a kbvetkezo fv. melyik intervallumon vesz fol ©, 0, illetve @ értéket:
flJ¥R>R; y = -9(x-3)-2(15-3x) .

(Erdemes elétte.normalisan , linearis fv. alakra hozni”!)

o

Abrézold is az el6jelgrafikont itt:

N

as"x

4
=4




3x
Oldd meg ugy, hogy fv-t és el6jelgrafikont abrazolsz: (2x—5)(3+6j >0

-
=]

@

Oldd meg ugy, hogy fv-t és el6jelgrafikont abrazolsz:

¥

o

y

>0

10
10

8
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Nem kotelezé: Oldd meg ugy, hogy fv-t és elGjelgrafikont dbrazolsz: (3x—7)(5—x)(3+x)<0

)

-]

ok

6) Rajzold fol a fliggvényt és az elGjelgrafikont

fl):R>R; y=3x-1

g():R=R;y =~

N
=)

-]

h(): R—R; y = %x—z

ot




Oldd meg elGjelgrafikont hasznalva!

x(2x-4)>0 (1-x)(x—4)<0

Rajzold le a fliggvényt és az elGjelgrafikont!

h():R—R;y= —%X—Z

g(): R—R; g(x) = —2x

-25x49 >0

2x2 > 5x+3
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1) Az egyenl6tlenségek megoldasanak buktatdi és gyakorlds — ekvivalencia jel!
1) Negativ szammal torténd osztds-szorzas: szabad, néha kell, de 6666vatosan!

—-5x< 15 -3x = -18

3x — 2 x+5>15—5x

8 4 20

Nem kot.: M

2) Ismeretlent tartalmazo tényezdvel, vagy ismeretlenneltorténd osztds, szo

Nagyon veszélyes I. Il. lll. részre esik szét altalaba B NE!!! *
Egy oldalra rendezés, ,szorzattd alakitas” (6ss legye ajd el6jelgrafikon!

7
X-5

2-2

5x—3_2x—1<2x—3

< Nem kot.: 4(x—3)—3(3-2x )> 3+6x
3 2 6
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Egy oldalra rendezés, ,szorzattd alakitas” (0sszevonas: egy tort legyen) majd el6jelgrafikon!

12x—4 7x+2
<2
5x—4 2x—1

<4

Nem kot.:

X+2

\ 4

3) Reciprok: SOHA SOHA SOHA SOHA SOHA

Egy oldalra rendezés, ,szo egyen) majd eldjelgrafikon!

2 1
Oldd meg: 1<1 Oldd meg: —<—
X x 2

33—1 21
X x-3

4) Amit az egyenlGtlenségeknél észben kell tartani

Ekvivalencia
Negativ szammal torténd szorzasnal...
Egy oldalra rendezés, szorzattd alakitas, elGjel-grafikon
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5) Gyakorlds

68

4 1 -2 2x-5
2(3x-1)-=(15x-2)<-1 X“2 XX

3 5 2 3 s
Nemkbt.:SX_1 _ﬂ<2x+3 3T

3 4 6

5x%2+4(x—1)% > (2-3x)%+3

(5x=2)%+10x < (3-5x)?



IV) Egyenl6tlenségek grafikus megoldasa

1) Oldd meg grafikusan: A
, :
X 1>-2x+1
3
5 4B
Nem kotelez6: Oldd meg grafik +12>3
| || I
| ] l
-8
-4 -3 2 =1 0 i i) 5 6 7
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Oldd meg grafikusan (a bal oldal grafikonja adva!)

X2—6x+2 > —x+2

x2—6x+2<§—3

1 I
¥ )
\ |
3 I
\ f
\ |
[
\ |
\ {
\ f
\ | "
\ | »x
-2 0 1 2 B 5 |5 7
\
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2) Gyakoroljuk a grafikus megoldast!

1
2x—3< —x+2 Nem kot.: —§x+1S 2x—4

Nem kot.: x+4<x-3 Nem kot.: 2x+1>x+4

gra an: 2x—1$3—§
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V) Szorzatok
1) Alap --szorzatok - ELOJEL GRAFIKON!

—3x(2x+3)(x—4) >0 —5x(3x-2)(—x+4) >0

2) Masodfoku egyenlétlenségek

Egy oldalra rendezés (0-ra redukalas), majd szorzattd alakita
10x2> 40

Ne t: (x+2)?-2 < 2x+5

indig milyen a 3. tényezé... Ovatosan dolgozz...)

(3x-2)(2x=3)(-x*-4)<0
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Egy oldal — majd szorzattd alakitds — majd elGjel grafikon!

-3x3+12x >0

(x-3)(4x*-9) > 0

12x > 3x3

Nem kot.: (x+2)? < x+4

\ 4

Nem kot: 5x+3 > 2x2

m kot.: x24+3x+2>5x+5.
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Egy oldal — majd szorzattd alakitds — majd elGjel grafikon!

Nem koét.: (x+2)%=2 < 2x+5 Nem kot.: x2+4x > 5

4x3+27 > 9x+12x2 Nem koét: x2 < 2x—

\ 4

Nem 1 =2x245x+3 >0

—8x3<—-18x Nem kot.: 9x3< 4x
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VI) Tortes egyenl6tlenségek
1) Egészitsd ki (lasd munkatankdnyv)

Egy tort akkor és csak akkor negativ, ha

2) Alap
Nem kot.: (36-4x%)(x=3) <0

433 +20x2<x+5

5-6s0k: Elég a végeredményt leirni
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(3x—6)(x+2)<0

2x+1

. (x—3)(1—x)(x—1)(3—x)>0

x> —16

4) Gyakorlas

6x—8
<

-3

2




Nem kot.:

4x* —5x—-1

(x=2)(2x+1) "
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Nem kot.:

3x°—-12 2x—6
<
(2x—4)(x+5) 4x+20

x+1 x—1 2

Nem kot:

x(x+2) (x43)(x42) x+2




Vll) Teljes kob, 4. hatvany, Pascal A és még két uj tipus:

ird f6l a Pascal-haromszog elsé 6 sorat (Vigyazz —a 0. sorral kezdSdik ©!)

(a+b)3®=

Ezeket fejbdl is tudd leirni
(x+y)*=

(a-b)? =
(x+1)3=

Segit a Pascal A.
(3x-4)3=

(x-1)%=
(2y+5)%=
(5x=2)*=

(a+b+c)? = a2+b2+c2+2ab+2

. (segitség: adj hozzd és vonj ki 4a°-et!)

Alakitsd szorzatta

X3_y3 = y3_ 1= X3_23 =

X3=27 = 6x3—6 =

79



80

Figyelj: ,,In medio stat virtus”: a®—b® =

Végezd el: (a+2)(a*-2a+4) =
Végezd el: (2x+3)(4x*—6x+9) =

Alakitsd szorzatta:

4x3—4 = In medio stat virtus: x—64 =

4x3-8x*-9x+18 =
a*—a*b—ab*+b3 =

Végezd el:
(2a-3)3 =

Alakitsd szorzatta:

X34y = a*+8 =

v3+27 =

,In medio stat virtus”: 320x°-5 =

Végezd el kiityli nélkal:

Oldd meg (egy oldal, sz
3x+8

2x+3

75x £ 12x3 <2




Linearis egyenletrendszerek és szoveges tipusfeladatok

I) Bevezetés
1) Bevezetés
Egy egyenlGszaru A kerlilete 26 egység. Ha az
egyik oldal felez6pontjara tikrozzik a
haromszoget, akkor a kapott paralelogramma
kerilete 32 egység. Mekkordk az oldalak?
Rajzolj! (Vigyazat, tobbféle eredmény is lehet!)

Péter 10-es és 20-as kopejkdakat (pénzegység) gydijt.

a) Hany 10 és 20 kopejkasa lehet, ha
dsszesen 1000 kopejkaja van? irj 3 példat ral

Kell P(x;y) €S - 3x+2y =6

(Rajzold fol azokat @ pontokd koordinata-sikban, amelyek A

(x;y)koordinatdi megoldasai az egyenletnek!)

fO)R—-R;y =

Olvass is le két ilyen pontot, és helyettesitsd be a

koordinatakat az 6sszefliggésbe!

A0; )
3:(0)+2:( )=

B(3; )
3(3)+2:( )=

* Egy derékszogli A keriilete 30 egység. A beirt
kor sugara 2 egység, és az egyik
befogd 7 egységgel nagyobb, mint a masik.
Mekkordk az oldalak?

b) Hany 10 kopejkasa van, ha 5-tel tobb 20-asa
van, mint 10-ese, és 6sszesen 1000 kopejkaja
van?

(3.

o«

L]
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82

Linearis egyenletrendszerek megoldasi modszerei

1)

2)

Nem kot.: Kell P(x;y) € S — 3x=5y = 10 (Rajzold f6l azokat a pontok a koordinata-sikban, amerek (x; y)

koordinatadi megolddsai az egyenletnek!) Lot Y Y
fl):R—R;y = 2
Olvass is le két ilyen pontot, és helyettesitsd be a

koordinatakat az 6sszefliggésbe!

A=2; ) B(4; ) !

3( )5 )= 3( )5 )= H

Definicio

Az

a1 iX+adi12y=013 5x=3y=7

021X+ Qa22Y=023 8x+vy =17

alaku egyenletpart, ahol aije R, kétismeretlenes linearis egyenletrendsz nevezziik.

Grafikus megolddsuk

Az alabbi egyenletrendszerben fejezd ki mind az x-bél, ird fol a két fliggvényt, és ird

rd a grafikonra melyik-melyik. Olvasd le i (x;y) megoldas szampart, és
visszahelyettesitéssel ellendrizz. Le jo
3
2x=3y =5
3x-2y = 11 2
1
10| 1 3/4 5 6 7 8
fl:R-R;y= -1
A
g():R—-R;y = 4
e a megoldas szampart! 3
-5
/

A i méds k: 1: A behelyettesit6 médszer
6x—6y 2x+3y =2
2x-3 =-3y 6y = 2x+1



3x—-2y=7,6 X 2y =12
—Sx+y=-8 3 Y=
x,y_ 13
5 2 10
+2 4-
LR A
2
X=5.y=3_,
5

5-0s6k...: Mi legyen az a és a b sza egyenletrendszernek

a) egy megoldasa legyen (ilye
b) egy megoldasa se legyens(i
c) végtelen sok megolda

nban sokféle.

zamra. Ha a nagyobbikbdl kivonom a kisebbet, 30-at kapok. Ha a nagyobbik feléhez

Gondoltam
3 isebbet, akkor nagyobbiknal eggyel kisebb szam hetedét kapom. Melyek ezek? ird fel x-

hozz
et és y-t felhasznalva az egyenletrendszert és oldd meg!
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4)

Az abran egy linearis egyenletrendszer grafikus X
megolddsa lathatd. ird fol az egyenletrendszert, majd 2
oldd meg algebrailag. (Le kell olvasni a grafikonrdl az
egyenletekbdl gyartott linearis fv-ek hozzarendelési
szabalyait!) 4

Két ,,anomalia”: Osszefliggd egyenletek, illetve ellentmondé egye

Algebrai médszerek 2: Egyenld egylitthatdk modszere

Apa és Fia egyiitt 60 évesek. 15 év mulva a Fiu haték médszerével!
fele annyi id6s lesz, mint akkor az Apa. Hany
évesek most? Apa = x, Fit = y (Erdemes észber
tartanod, hogy 15 év mulva mindkette

id6sebbek 15 évvel ©)

0k moédszerével: Egyenl§ egyltthatok mdodszerével:
7x—4y =13
5x+6y =27



Ajanlott: Egyenld egyitthatdk modszerével:

3x—-11=y
2x—5=Z
5

Egyenld egylitthatok mddszerével. Vedd észre,
hogy az elsé6 egyenlet egyszer(sithetd...
28x+35y—42 = 0}

8x + 5y =2

Egyenl6 egyltthatok zerével

Egyenl§ egyl . Vedd észre, x=3y 3x+y

hogy az elsé egyszerU o 2 B 3 13
Nem kot.: 32

80—20y = —20x X—y+2= X; 4

y—6
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Amelyik modszerrel akarod: (4x=3)(y+6) = 2(x+1)(2y+5)

20-5b 3a-2b 3 (7=x)(6y+11) = (=2x-=1)(3y+8)
5 3

(3a+1)(2b + 1) =(2a—-2)(3b+2)

18x—-12 =6y
10-20x =10y

2 2 ==7
4x° —6xy+9y

(x+4y+1)2 =0




5) Moddositott Gauss-féle eliminacid

Az egyenl6 egyltthaték mddszerének tovabbvitele harom-ismeretlenes egyenletrendszernél

2X +y -z = -1 El6szor egy oldalra az ismeretlenek, abc
3x -y +2z= 14 sorrendben, masik oldalon a konstans. Nagyon
X -2y 2z= 0 szépen, tablazatszeriin nézzen ki:

3y—-2x =14z

13-5x =2z+y

Xx+2y-2z+1=0

6) Ujismeretlen bevezetése
36 35

4 1

+ =9 —t—=
2X —y X +2y x—=2 y+1 5
18 2 3 27
y — 2X 2—-x y+1 5
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1“7 2x+2 =10
4 2y Nem kot.: ;
—+Z2=18 5x——=17
X y y

4 1 18
+ =7
2x+y+1 2-2x+y
8 1
+ =
Ax+2y+2 2x—-y—-2

-3
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[Il) Példak az linearis egyenletrendszerek hasznalatahoz
1) Szovegesek atirdsa tobb-ismeretlenes egyenletrendszerré

Egy haromjegy(i szamban a kozépsé a két szélsé Cecil hétszer olyan id8s, mint Aladar. Aladar
Osszegével egyenlSé. A megforditjuk a jegyek kétszer olyan idés, mint ahany évvel Béla
sorrendjét és ebbdl a hdromjegy(ibél kivonjuk id6sebb Cecilnél. Két éve Béla annyi idGs volt,
az eredetit, akkor 198-at kapunk, de ha a kett6t mit akkor Cecil és Aladar egyltt. Hany évesek?

Osszeadjuk, akkor 968-at. Melyik ez a
haromjegyl szam?

Nem két.: (2x—y+1)%+(x—3y+2)><0

Nem kot.: ( iti Az udvaron a tyukok és csibék aranya 2:5. Ha
hozzaadjuk a sza i 3] ésé azonban kikel még 5 tojas (csibe lesz beldle... -
szam kétszer nem Kkicsi raptor, vagy rantotta), de kett6
eredeti sza 5 jegyé tyukbol porkolt lesz, akkor a tyukok és csibék

aranya 2:7. Hany tyuk és csibe volt kezdetben.

az eredeti szam?
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(2x+3y—11)2+(3x+2z-13)%+| 4y+4z-32| = 0

Nem kot.:

A 8. évfolyam két osztalyanak létszama ugy
aranylik egymashoz, mint 6:5. Ha azonban a
nagyobb osztalybdl bintetésbdl attesznek 5
tanuldt a masik osztalyba, akkor az arany épp a
forditott lesz. Hany-hany gyerek van az
osztalyokban?

IV) Egyéb egyenletek: egyismeretlenes v. tobbismeretlenes egyenletek - egyenletrendszerek:

Cél: atirni egyismeretlenes, vagy két- ill. tobbismeretlenes egyenletté:

1)

Egyszer(bb, csak ,,atkddolandd” szbvegek.

Péter maszkot és fert6tlenit6t vasarol. 40
eurdja van. Ha 10 maszkot és 6 fert6tlenitst
vesz, akkor két eurdja megmarad. De ha 6
maszkot vesz és 10 fert6tlenit6t, akkor még ket
euro hidnyzik. Mi a maszk és a fert6tlenit6 ara?

Egy farmon lovak és tyukok élnek. 75 fejik van
Osszesen, és 230 labuk. Hanyan vannak kiilon-

kiilon?(Egyenletrendszerrel!)

21 csokit vettem atlagosan 12 eurd darabja
(sajna elég dragak...). Egyet elajandékoztam.

a) Ha aimaradék csokik atlagdra nem valtozott,
akkor'hany,eurds csokit ajandékoztam el?

b) Ha/a maradék csokik atlagara 11 eurd lett,
akkor hany eurds csokit ajandékoztam el?

Aki 5-0s akar lenni: Oldd meg az egésze szamok
halmazan: 2ab +b = 183—-6a



A vizsgaterembe padokat allitanak be. Ha 16 év mulva az apa kétszer id6sebb lesz a fidnal.

minden padba két tanulodt Ultetnek, akkor 2 Hany évesek most, ha 4 évvel ezel6tt az apa
vizsgazonak nem jut hely. Ha viszont minden hatszor annyi id6s volt, mint a fia?

padba 3 vizsgazd ul, akkor még 18 vizsgdzé
elférne. Hany pad és hany vizsgazoé van?

szamot elosztjuk a szamjegyeinek a felcserélésével kapott
lesz. Mi az eredeti szam?

2) Szdazalékos és keveréses feladatok

Figyelem: olyan nincs, hogy ,,20% %-a, vagyis: vaIami-%

Mi az a szam, aminek a 25 zam, aminek a 60%-a 1807?

kent, ami 240-r6l 168 Egy kisvaros lakossaga egy év alatt 20%-kal nétt,
majd egy év mulva megint 20%-kal. Igy mar
11 520 lakos van. Hanyan voltak kezdetben az
Gslakosok?
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Egy bolt egy cips arat el6szor 20%-kal, majd a kialakult drat még 15%-kal csokkentette. Sumdak mdédon
azt hirdetik, hogy 35%-kal csokkentettek. Valdjaban hany szazalékkal csokkent az eredeti ar?

84% és 70% toménységli alkoholbdl 75%-os keveréket készitlink. Ezutan a keverékhez még
hozzadntiink 5 litert a 84%-bdl és 135 litert a masikbdl. igy a keverék 72%-os lesz. Hany litert vettiink
az egyes fajtakbdl az elsé alkalommal?

\ 4

bol 12 litert véve 20%-os alkoholt
or a keverék 25%-os lesz. Hany

Kétféle alkoholbdl készitlink keveréke
kapunk. Ha az els6bdl 2 litert, a
szazalékos a két 6sszetevs?

23%-0s ységl alkoholhoz 10 kg 90%-os alkoholt ontottiink. Hany kg a keverék, ha téménysége
40%?



50%-0s és 70%-0s toménységl séoldatunk van. Hany litert kell ezekbdl 6sszeéntentink, hogy 45 liter
62%-0s toménységl soéoldatunk legyen?

3) ,Egylttes munkavégzés” tipusu feladatok

Nem kot.: Egy 950 literes kddba az egyik csapon 500 liter, a
A két lefolyd koziil az egyiken 200 liter, a masikon 500 liter

e Mennyiid6 alatt telik meg a kad, ha minden csapot és lefol
e Mennyi id6 alatt telik meg a kad, ha minden csapot és lefolyd
lefolyot fél 6ra mulva elzarjuk?

nk, de a masodik

p, 6 nap illetve 8 nap alatt végezne a favagassal. Mennyi id6 alatt
ak, de a leghatékonyabb csapat felét karanténba zartak, és nem mehet
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Egy tartalyba 3 csapon keresztil tudunk vizet engedni. Az elsén keresztlil 15 éra alatt telne meg, a
masodikon 10 d6ra alatt, a harmadikon 4 éra alatt. Hany 6ra alatt telik meg a tartaly, ha mindharom
csapot egyszerre nyitjak meg, de két éra mulva a harmadikat elzarjak?

Nem kot.: Egy medence az egyik csapon 6 dra alatt, a masikon 8 dra alatt telik
lefolyon at 12 dra alatt Grdl ki. Hany 6ra alatt lelik meg a medence, ha
csapot és a lefolyét véletlendil nyitva van, épp két déraval
medence.

kezdenek a munkdhoz, de 5 érai
z édesapanak gliriznie, hogy készen

Apa 12 6ra alatt asna fel egyedil
munka utdn a fid beleun, és
legyen az asassal?

Is6 és a masodik egyltt 90 ora alatt festené ki a hazat. Az els6 és harmadik egytt
144 or a masodik és a harmadik egyutt 80 drat festene. Hany nap alatt festenék ki egyttt?



Egy medence az egyik csapon at 10 ora alatt, a masikon 5 dra alatt telik meg. A lefolyén 15 6éra alatt
Grdl ki. Hany 6ra alatt telik meg a medence, ha mindkét csap nyitva van és a lefolyd is, és csak 2 éra
mulva zarjuk el a lefolyot?

Egy tartalyba 2000 liter viz fér. Az egyik csapon 250 liter viz folyik be egy 6ra ala
A lefolydn 100 liter viz folyik el dranként. Osszesen mennyi id6 alatt teli
a bévebb csapot nyitjuk meg, és csak 3 éra mulva a keves i e, hogy
nyitva van a lefolyé és ekkor zarjuk el?

Hanykor indu

futn
any perc

Orben egymadssal szemben. Az egyik 3 perc alatt, a mdsik 5 perc alatt futja le a kort.
nt taldlkoznak, ha azonos helyrél egyszerre indultak?
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Nem kot: Egy kerékparos elindul 20 km/h atlagsebességgel az A varosbdl a B-be. Egy masik két éraval
késébb indul, de az 6 atlagsebessége 25 km/h. Pontosan egyszerre érkeznek. Milyen messze van
egymastodl A és B?

b) Két varos 40 km-re van egymastdl. Az egyikbdl 3,2 km/h sebességgel, a ma
sebességgel indul délben egymdssal szembe két gyalogos. Hany érakor taldlk

\ 4

irdnyban halad két lovas, ekkor 220

A lovasok edzést tartanak. Egy 15 400 m ha
6 i or 20 percenként. Mekkora a

percenként taldlkoznak, ha elle ird
sebességlk (méter/perc)?



c) Déli 12 érakor az 6ra mutatoéi fedik egymdst. Hany érakor fogjak egymast legkozelebb ismét fedni

d) Egy hajo allévizben 15 km/h-val halad. A folyé 4 km/h-val folyik. A hajé a folyasira
megy folfelé a folyon. A hajén egy ember 2 km/h-val sétal hosszaban f6l-ala.
A partrél milyen sebességgel latjuk haladni az ember, amikor a) a folyasiranyban (, le

azzal szemben (,felfelé”) sétal? Milyen sebességgel sétal a vizhez képes
d) ,felfelé” sétal?

| szemben

ad. A folyd 5 km/h-val folyik.
ennyivel halad a folyén parthoz
képest ,felfelé” a hajé? c) Tavon

A fent emlitett folydn kiejtenek egy pettyeslabddat a hajébdl. a) Mennyivel halad a parthoz képest
lefelé a labda? b) Mennyivel halad a vizhez képest a labda? c) Mennyivel tavolodik téle a hajé, ha
az ,felfelé” illetve ,lefelé” megy? (vagy tdn nem is szamit, hogy merre megy?!)
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e) * Egy motorcsdnakos elindul a moléjatdl felfelé a Tiszan allandoé sebességgel. Sajnos épp az
indulaskor a méloéjanal kiejti a pottyeslabdajat (amely ezutan a vizzel egyitt halad). 3 6rat halad
folfele, majd visszafordul, és ugyanazzal a motorcsdnak-sebességgel visszamegy a moldhoz,
amihez elég neki 1 éra. Mennyi id6be telik utolérnie innen a labdat, hogyha tovabbra is allando a

sebessége?

Egy csénak a folydsiranyban haladva két kikot6 kozt az utat 6 dragalatt,teszi megiegyenletesen
haladva, visszafelé pedig 8 déra alatt teszi meg ugyanezt az utat. Mennyi id6 alatt teszi'meg ugyanezt
a tavolsagot a folyds irdnyaban Usz6 tutaj? (Nyilvan a tutaj a folyd sebességével halad...)

Most délutdn 3 6ra van. a) Mikor fogja fedni az egyik mutatd a masikat leghamarabb? b) Mikor
lesznek Ujra egymasra merdlegesek leghamarabb?

f) Egysmotorcsonak sebessége alldvizen 20 km/h. Egy folyon lefelé haladva 2 dra alatt 48 km-t tett
meg. Mennyi id6 sziikséges a visszatéréshez?

Két falu 34 km-re van egymastdl. Délben indul az A falubdl egy gyalogos 4 km/h sebességgel B-be.
Délutan fél haromkor indul az A felé egy kerékparos ember 12 km/h sebességgel. Mikor taldlkoznak?
Taldlkozasukig ki mennyi utat tesz meg?



* Két folydparti varos kozott egy hajo jar a folydn. A hajé a vizhez képest mindig ugyanakkora
sebességgel megy. A hajo lefelé 2 dra, felfelé 4 6ra alatt teszi meg az utat. A folyast tekintve a
»fentebbi” varosban beesik egy labda a vizbe. Hany éra mulva csorog le a masik varosba?

g) Egy hajo a folydn lefelé 5 ora alatt ért el az egyik kikot6b4bl a masikba. Visszafelé ugyanehhez az
Uthoz 1 érdval tobbre van szliksége. Hatarozzuk meg a folyd és a hajé sebességét, ha a két kikoté
tavolsaga 30 km.

** Egy uszaly halad a Dundn a parttal.parhuzamosan (tehat csak\Uszik). Ha az uszéllyal egy iranyban
haladunk egyenletes sebességgél, akkor a hosszat 2501épesnek talaljuk; ellenkezd iranyban haladva
az uszaly 60 lépés utan halad el mellettink.Hany Iépés az uszaly hossza?

Nem kotelez6: Két esonak 11 km tavolsagbdl indul egymas felé. Induldskor egy dongo felszall az
egyikrélrésiatreplil @ masikra, onnan visszareplil az elsére, majd ismét at a masikra és igy tovabb.
Hany km utat repll a dongd a két csonak taldlkozasaig, ha a csdnakok sebessége 6 km/h illetve 5
km/h és a dongd 10 km-t repil éranként? (Segitség: nézd meg, hogy mennyi id6 alatt talalkozik a két
csénak, és annyit repil szegény dongé...)
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h) Egy kor alaku versenypalya 6 km hosszu. A startvonalrdl két autd egyszerre egy iranyba indul el.

Az egyik 240 km-t, a masik 260 km-t tesz meg dranként atlagosan. A gyorsabb auté mennyi id6
mulva korozi le a lassubbat?

5) Egyéb

Linearis figgvény megaddsa a grafikonjanak két pontjabdl
Egy linearis fliggvény grafikonja athalad az A(5;-7) és B(1;—4) ponton. Add meg a f
ne meredekséggel, hanem egyenletrendszerrel dolgozz!)

Add meg a fv. definiciéjat! (Most

megszedni, Benedek 30-at. A gyimodlcsdsben 500 fa van. Egyitt
hatodik naptdl Benedek 4 napot tavol van és csak Domi dolgozik.



Paraméteres egyenletek, avagy a , képlet-gyartas”

I) A képletet gyartunk —hogy a masiknak ne kelljen egyenleteket megoldani...
1) Képletek a természettudomanyban:
2) Permet keverés

Hany kg 42% és hany kg 70%-os permetlét kell 6sszedntenem, hogy 28 kg 60%-0s oldatot kapjak?

csak 30%- Z Viz a szaritott
a gipsz (CaS04-2H,0) 100 °C

Egy kémiai kristalyvizes sé 60%-a viz. Ha 100°C-ra hevitjik utan
sonak. Hany kg sot kell szaritani, hogy 8 kg szaritott sot kapjunk? (P

1
3 alakul (CaSO4-— z vizzel keverve néhany
2

maba 6$éznek alapjat.)

folott a kristalyviz nagy részét elveszti és hemihidra

perc alatt visszaalakul gipsszé. Ez a folyamat adj

z6 legyen! — ,In medio stat virtus...”):

x12-912 =

16x>-81 =

12x%+x—6 =

Végezd el
(5x*-3)3 =

(5x=2)* =
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3) Valdjaban egy linearis fv. inverze: ,paraméteres képlet az 6sképhez”

2
Adott az f( ):R—R; y =§X—4 fv.

Készitsd el az inverz fv-t, majd szamold ki, hogy az eredet fliggvénynél mi az 6sképe a kovetkezd
szamoknak: y =8; 0; —3 és 2.

4) Egyéb paraméteres egyenlet: cél: ,,a paraméter fliggvényében kifejezni az ismeretlent”.

Ha masként nem jelezzik, akkor a valtozdk: x, y, z; paraméterek: a, b, ¢, p, g, t, m, n stb.

Nem kot.: Oldd meg: 3x—2p = 4x+1 Oldd meg: px—4 =3x+1 p=p

Oldd meg a kovetkez6 paraméteres egyenlete legyartott képlettel add meg a
— vagyis adj egy paraméteres, altalano 20 két egyenlet megoldasat:

megoldast a linedris egyenletekre: 2
mx+b = 0 (m,b paraméterek) §X+4 =0
X=
. grafikonjanak két Aki 5-0s akar lenni...: Adott két pont: A(p1;q1)
frd fol a fv B(p2;92). Add meg annak a linedris fv-nek a

definicidjat (y = mx+b) mely grafikonja e két
pontra illeszkedik. (A  koordinatdk a
paraméterek, és azokbdl kell kifejezni m-et és b-
t!)
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II) A paraméteres egyenletek dltaldban
1) A paraméteres egyenletek megoldasanak alapelve

ird le, hogy mi a CEL a paraméteres egyenletek megoldasanal, és ezért mit csinalunk:

Apa 12 ¢ra alatt vagna fel a tlizifat. A fia 16 dra alatt vagna fol ugyanazt. Mennyi id6 alatt késziil el a
munka, ha egyitt kezdik ugyan, de 4 éra mulva a fia beleun, és az apa egyediil kell, hogy befejezze.

lyéjan keresztiil
lefolyd. A nagyobb hozamu
tt a mivelet?

Nem kot.: Egy csap 10 6ra alatt tolt meg egy tartalyt. A masik 8 6
12 éra Urdl ki. Tudjuk, hogy 2 érdval azel6tt, hogy megtelt a tartaly, ki
csap pontosan kétszer annyi id6t volt nyitva, mint a mdsik. Mennyi idei

\ 4

2) Gyakorlas

a) Ada)

px=p*(p 3p2x+5 = 3px+5p (p paraméter)
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a’x —a%+1 = 2ax —x (a param)

b) Adb)

L+3 =2X (p param.)
p—2

** Mutasd
rava zthatdsa

Nem kot.: (2p—1)x = 3p+(p+2)x (p param.)

Aki 5-0s akar .» Mutasd meg, hogy haneZ

>-n (Segitség: a szorzatta alakitasok utan — egy oszthatdsag szerinti
ekvivalens — [épés utan még lehet szorzatta alakitani...)

Alakitsd szorzatta, v. bontsd fel a zardjelet, ahol az van.

X102 =

x*-16 =

(2x-5)3 =

3x4-24x =



Nem kot: Az mx+b = 0 egyenletnek az m és b valés paraméterek mely értékeire: a) nincs megoldasa, b)
végtelen sok megoldasa van, c) pont egy megolddsa van a valésok halmazan?

c)
p°x%— 2px? — px = —x>—x p=param

d)
2p%x+2p = p>-3px

3x—p
p—2

=3-2x (p param.)
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Nem kot: Egy agdr kerget egy nyulat. A nydlnak 100 nyusziugras el6nye van. 5 nyusziugras hossza
megegyezik 2 agdr-ugrassal. Amig az agar 7-et ugrik, addig a nyul 10-et. Hanyat ugrik az agar, amig
utoléri a nyulat — és... és hamm(ar) dsszebaratkoznak ©.

f)

a’-1

2
=a“—2a +1 (aparam.)
2x+1

a?x?— x = 2ax’>-x* (a param.)

g)

5a+4ax = a’x+20 (a param.) (a,b param.)

Egy munkds 8 6rdval hamarabb végez a munkdaval, mint a tdrsa. Ketten egyltt 3 dra alatt tudjak
elvégezni a munkat. Mennyi id6t vesz igénybe az éra az egyikikt6l és mennyit a masiktol?



3) EgyenlGtlenséghez vezet6 paraméteres egyenletek

a)
A p valds paraméter mely értékeire van a 2(x—4) = px egyenletnek
a) pozitiv b) negativ gyoke a valésok halmazan?

(El6szor ,meg kell oldani”, majd a paraméteres kifejezésre kell felirni az egyenl6tlenséget, és azt
megoldani — el6jel grafikon!

Mely p paraméterek esetén lesz —1 -nél nagyobb a m

(El&szor ,,meg kell oldani”, majd a paramé
megoldani — elGjel grafikon!)

tén lesz —2—nél nem kisebb a kovetkezd egyenlet megoldasa:
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Alakitsd szorzatta:

Xo+y° = 2x7-256 =

Nem kot.: x12+64 =

* X8+x5+ x*+x2+1 =

Végezd el:
(4x=5)3 = (4x=2)* =

c)
Aki 5-6s akar lenni: Tudjuk, hogy 2” +1 primszam. (kett6 a ,,pée
p-rél biztosan?

pithatunk meg

\ 4

Mely p paraméterre lesz a kdvetke nagyobb (kisebb-egyenl§) a megoldasa:

3p+3x =2p+1

4) eres e IGtlenségek

>3 (p param.)
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* Adj a falubeli haldszoknak egy paraméteres képletet a kovetkezé gondjukra: Tudjak, hogy melyik nap
mennyivel folyik a Tisza: vi km/h. Azt is tudjak, hogyha mennyire vannak jo er6ben, hanyan eveznek,
ezért tudjak, hogy a vizhez képest mekkora aznap a haladasi sebességiik: v, km/h. A varsak téluk 5 km-
re vannak feljebb is és lejjebb is. Mindkett6hoz el kell mennilik. Ha mindketténél fél-fél érat idéznek,
akkor az indulastél kezdve mennyi id6 bejarni a varsakat és visszajutni a falu kikotéjéhez? Gyarts le
szegényeknek egy képletet, amibe csak be kell helyettesiteni a sebességeket, és megtudjak a teljes id6t!

Oldd meg: 3px—2 > 5x+5p (p param.)

* Oldd meg (
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[ll) Szdzalékszamitas ismétlés

7 z7

»Nincs szazalék, csak valaminek egy szazados torttel térténd szorzasa.”
1) Feladatok

Minek a 6%-a 247 A 250-et hdany szazalékkal kell csékkenteni,
hogy 220 legyen?

Egy tartdlyban [év6 fert6tlenité 42%-at az
éjszaka elloptak, igy 667 liter maradt benne.
Hany liter fert6tlenitét lovasitottak meg?

2) Egyénifeladatok

Egy szakmunkasnak a Balaton part
az egyik oldalat 30%-kal m
alapterilet 81 négyzetmét . tt volna a szakmunkads nyaraléjanak alapterilete

eredetileg?
Rajzolj!

Mari b arol. Az AFA 27%-os. igy a vésarlas soran pontosan 324 Ft adét fizetett. Mennyi a netté
ara a hajtlinek?
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Aki 5-0s akar lenni: Egy boltban horddbdl kimérve spanyol és gérdg olajbogydt arulnak, paclében. A
spanyol kimérés 55 tdmegszazalékban tartalmazza a bogyét, a gordg 80-ban. irj fol egy paraméteres
egyenletet arra, hogyha valaki g kg, p szazalékos keveréket szeretne hazavinni, akkor hany kg spanyol
keveréket (bogyo pacléban) kell kimérni, amit aztan a goroggel toményit.

Egy késziulék arat hany szazalékdval novelték meg, ha Aladar kiszamitotta, hogy a megnovelt arat
egykilencedével kellene csokkenteni ahhoz, hogy az eredeti arat visszakapjuk?

Egy erd6ben 2017-ben 10 000 vagasérett fa van, és minden'évben 5%-kal n6 az erdében |évé vagasérett
fak szama.

Hany vagasérett fa lesz az erdGben egy év Hany vagasérett fa lesz az erdGben Ujabb egy
mulva, 2018-ban? €év mulva, 2019-ben?

Hany vagasérett fat vaghat kiaz erdészet 2022-ben, ha az erddé 12%-nak a kivagasara kaptak
Lgyéritési” engedélyt?

Egy késziilék arat januarban 30%-kal csokkentették, majd februarban ujabb 30%-kal lejjebb szallitottak.
A nagyobb reklam kedvéért Ugy probaltak beallitani, mintha ez altal az eredeti arat 60%-kal
csokkentették volna. Aladar azonban kiszamitotta, hogy a valdsagos 60%-os arcsdkkentés a februarinal
18.000 Ft-tal alacsonyabb arat eredményezett volna. Mennyi volt a késziilék eredeti ara?
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IV) Ismétlés

Apa 12 6ra alatt vagna fel a tzifat. A fia 16 6ra alatt vagna fol ugyanazt. Mennyi id6 alatt késziil el a munka,
ha egyutt kezdik ugyan, de 4 6ra mulva a fia beleun, tlzifaképnél hagyja az apjat, és apa egyediil kell, hogy
befejezze.

—2+3=2X(p param) a2x? — x = 2ax*-x?* (a param)
p_

Mely p paraméterekre lesz a kovetkez6 egyenlet megolddsa kise
2p2x—p2+4 = 3px+2x

Mely méterek esetén lesz —1-nél nem kisebb a megoldds: px+1=p—2x
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Specialis linearis fuggvények

I) Az egyszer(ibb linearis fliggvények
1) A konstans fv.
Add meg azt a c( ) konstans fv-t, mely grafikonja illeszkedik az A(-3;5) pontra.
c():R—R;

Oldd meg a kdvetkezd paraméteres egyenletet: p?x—1 = p+x

2) Az egyenes aranyossag — avagy a ,,piac fliggvénye”
Def.: Az f( ): R—>R; y = ax (a#0) fliggvényt egyenes aranyossagnak neve
Mik a koordinatdi annak a pontnak, mely minden egyenes aranyossag gr jara illeszkedik?

AC 5 )

+k
Abrézold: f( ): R>R; y = 2x i
=
-2 SRR, 2 3
s6 jegye kétszerese a Egy cipd arat el6szor 20%-kal emelték, majd
szdm és a szamjegyek 20%-kal csokkentették. A végs6 ara 33,6 Euro.

pott szam kulonbsége 36. Mi Mennyi volt eredetileg?
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72° hany radian? 225° hany radian?

277[ radian hany fok? 0,27 radian hany fok?

5 kamionnal 6600 csomagot lehet elszallitani.
Legalabb hany kamion kell 31 000 csomaghoz?

a) Definicio
sgn(-3) = xe R sgn(x?+2) = sgn(0)=
b) Afligg

Nem kotelezé: Abrazold
g( ): R>R; x> —sgn(x)
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c) Asgn() fv. transzformacioi
Abrézold: h( ): R—>R; x—2-sgn(x)-3

ird be, melyik gép mit csinal, hova mi ,esik” (ahogy az
oran)

N
N Z
N
N L
//\

Rajzold ol az f( ): R—R; y = sgn(x)—4 fv. grafikonjat!
Add meg annak a v vektornak a koordinatait, amellyel a
grafsn()-t eltolhatjuk az f( ) fv. képébe.

vi 5 )

ird be, melyik gép mit csinal, hova mi ,esik” (ahogy az
oran)

o
T

Rajzold fél az f( ): R—R; y = sgn(x—4) fv. grafikonjat! Add meg annak a v vektornak a koordinatait,

amellyel a'grafsgn()-t eltolhatjukaz f{ ) fv. képébe.
(megykell vizsgalnod, hogy az argumentum, vagyis az x—4
mikor milyen el6jellic.. Ez pedig egyenl6tlenség...)

vi 5 )

ird be melyik gép mit csindl, hova mi ,esik” (ahogy az 6ran)

4

F
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Abrazold: g( ): R—R; x— —sgn(x—3)

(meg kell vizsgdlnod, hogy az argumentum, 2

vagyis az x=3 mikor milyen eléjeld... HH 2
Ez pedig egyenl6tlenség...)

Add meg a transzformaciot, amely a
grafsen( -t elvissziik a g() fv. képébe. (Két trafé lesz,
el6szor egy eltolds majd egy valamilyen tlikrozés!)

ird be, melyik gép mit csindl, hova mi ,esik” (ahogy az 6ran)

ilyen fiiggvény-kompozicidval jonnek létre az aldbbi hozzarendelések:

-3-sgn(x)+2 : -3-sgn(x+2) :

—3x-6: Ox : X+4 :



d) Egyenletek, egyenl6tlenségek

Oldd meg: sgn(4 > j =1 (Vedd észre, hogy ez az argumentumra egy egyenl6tlenség...)

—3-sgn(5-2x) = 2x+4 Nem kot: sgn(5x—3) < 2x

Aki 5-6s akar lenni: sgn(6x?—3x+1) = 2x

2) Az egészrész és az egés

a) Definicio

[218] = [—2,8] = [—3] = |:1,é:| =
[-1,0002] = —E =
101
[xX]=-5 xe
[3x] =—8 xe
Oldd meg: [4x] =15 xe Nem kot: Oldd meg: sgn(x?>-2x-3) = x-1
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b) A flggvény
Abrézold az egészrész fv-t —5-t6l +6-ig.

th

int(): R>Z; y = [x]

o
N

N

Abrazol

Abrézold: f( ):R—R; y = [x]+3,8 —6-tdl +4-ig '
-5,4-t6l 3,

| 5

Transzformacio:

Imazd flggvények, egyenletek
Aki 5-6s akar lenni: Oldd meg: [x] = —2x-3



Nem kot.: dbrazold: h( ):R—R; y =[2x] * [x]=4x-3,4
—2-t6l +3-ig.

(Vedd észre, hogy , beszoru
grafikonja kozé”

I”

a2x és a2x-1fv

=]

- S Aki 5-0s akar lenni: [x]

3) Tortrész és tortrész fliggvény
a) Definicié

{x}: = x-[x]

{13,2} =

B

(7% = {6-10%3)=
{_ﬁ} _
98|

[0,43] = [0] = [-5,2] =

{3,04} =

[sgn(8)] = {532:[36,7]} = {-2,4}= [sgn{-4,3}]

12
~4,3)] = ~4,3]} = —= = -0,12)=
sgn[{-4,3}] sgn{[-4,3]} {100} { }



b) A flggvény
Abrézold az tortrész fv-t —4-t8l +5-ig.

frac(): R—>R; y = {x}

w

L]

Add meg a tortrész fv. értékkészletét
intervallummal!

Rfrac( ) =

Abrazold —4-tél +5-ig: f( ): [-4;5]>R; y = {x}+2 Abrazold:

Majd add meg az eredeti tortrész fv. grafikonjanak transzformacidj

'Y

o

c) Tortrészes egyenletek, egyenlétlenségek. Nagyon fontos az értékkészlet figyelés!

Oldd meg: {x}=1,2 Oldd meg: {5x}=0,45
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Oldd meg: {5x-3}=0,1 Aki 5-6s akar lenni: (x=5)%+1 = {x}

* {x}+sgn(x) = 3x ** (x=0,5)%+0,75 = {x}

Add meg, hogy a kovetkezd kifejezés értékkészletét (mely
—-2:[{3x+2}] : [3{3,4+]

sgn(x*+0,5) : sgn*(x+0,5) :

Nem kot.: 18x—12x% = 8x3-27

{sgn[x]} Ertékkészlet=

x| =

Mivel egyenld — (a legegyszer(ibb format ird fol!): Pl.: |-3| =3, vagy |(14x)?| = 196x%. Tehat:

|-5| = [(-11)*| = || = [(=x)*] =
[x*+3] = sgn(|x|+0,1) = sgn(x)-x = [{x} =

[x]?% = I x| = |-3x2-5)| = |x?-2x-1]| =
I —|—x] = sgn(x)- x| = sgn(—27°)= sgn((-5)~°)=
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Alakitsd szorzatta:

x°-32 = |x|3+1 =

b) A abszolutérték fliiggvény
Aki 5-6s akar lenni: Mutasd meg, hogyha neN = 5|n°-5n3+4n (Erdemes és lehet is szorzatta
alakitani!)

c) Definicidk a figgvény-jellemzésekhez

ird f6l a minimum hely — minimum érték, (max. hely — max érté

ird fol a paros és paratlan fliggvények definj

Keresd ki a szig. monoton fv- d szavakkal, jelekkel.

=l

(4.}

B

getlen valtozdkra
veszi fel a 4 értéket, vagyis oldd
meg:

|x] =4

[0}

[ ne]

K




Abrazold, majd add meg a transzformacidt és értékkészletet!

fl :)R>R; y=|x+2] g( ):R—R;y=|x-4|+1

Y ohy

=]

-1
3

-]
o

e
Qq

@

&

Trafo:

Ret)=
e) Egyszer(bb egyenletek

|2x—3|=2—x+1
3

Nem kot.: Adott az A(—3;2) és a B(5;y) pont. Ez a két pont illeszkedik az f( ) grafikonjara, amelynek
grafikonja parhuzamos a g( ):R—R; y = | 3x=5] fv. egyik szaraval. Mi lehet az y?
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f) Osszetettebb egyenletek: Abszolutértékek dsszege, kiildnbsége ill. egymasba-skatulyazott
abszolutértékek

Oldd meg:
—|3x=5|+|4x+3| = 2x+4
(Haszndlj el6jelgrafikont az eset-szétvdlasztashoz!)

Nem kot: -0,5|x=3|+]|2—x]| = x-1,5
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[5-2x|+|3x-1| = 8x+3

Alakitsd szorzatta:

X*+8x =
27x3-1=

In medio stat virtus: 128x’—x

Mely p paraméterekre le egoldasa kisebb, mint —2

4p+7px = p°x+28
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Oldd meg: -1

X2
2

X 9
=—+4—
5 5

Nem két.: 1||3x—2|—2|=—
2
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‘9\\’

=3|x=3| + |2x-1| = x-8
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[ll) Flggvény-transzformdaciok
1) Egy Ujabb geometriai transzformdacid: Merdleges affinitds

Szerkeszd meg a kovetkez6ket — elég vonalzét hasznalni, csak legyen pontos — egy-egy pontot mar
megszerkesztettem (A’ és E’)!

a=1 1
x ? (ABCD) - vagyis az ABCD téglalap x tengelyre vett A = E aranyu merdéleges affin képét!

x*? (EFG) - vagyis az EFG haromszog x tengelyre vett A = =2 aranyd meréleges affin képét!

C P

W

L] !

agsid \ A
T
D il B REEN A
o - s o
afl __:_LI asd
NEEE &
\KZ
L1 c N
A D \F
2=t a X
T _:"j e
= b 1
St | ¥ e
A N
i
I_:_ | =5
I-!: M i
v 4 aan aag
moats B 4

Mindkét alakzatot rajzold is meg!
Huzd meg a DA és a D’A’ egyenest a tengelyig. Ha jol szerkesztettél: ugyanott metszik a tengelyt.

Huzd meg az EG és az E’'G’ egyenest a tengelyig. Ha jol szerkesztettél: ugyanott metszik a tengelyt.
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Nem két.: Oldd meg: |3x=2y+52z-3 | +|-2x+y—z/2+5,5 | +(x+y+z-5)?> = 0

Aki 5-0s akar lenni: Az egyik csapbdl 2 dra alatt, a masikbdl 5 dra alatt telik meg egy
kihdzzuk, akkor 4 6ra alatt engedi le a vizet. Egyszerre kinyitjuk a két csapot, és t 6ra mul
dugét. a) t fuggvényében mikor telik meg a kad? b) Mely értékek kozt valtoz

2) Flggvénykompoziciok és az inverz figgvény
Adottak a kdvetkez6 hozzarendelés(i valds-ve
a():y=sgn(x)b():y=[x] c()y=

ird fol a kdvetkezé fiiggvénye

doe =

e(c(d())) =

kompozicidjat a fentiek alapjan (Pl.: a(b()) v. aob )
fa( ) ==2-sgn(x) =

g2 ) = {=2x}+3 = g93() = =2{x}+3 =

h( ) = [-2-sgn(x)+3]+3 =

dugoét ha
Jzzuk a
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3) Akilsé figgvény linearis, a belsé a , trafézandd”, pl: sgn( ), frac(), int( ), abs( ). ,Erték-transzformacid”

a)
g(): R—R; y = 2x+3 ird fél az g( ) inverz fiiggvényét!
Utédna szamold ki: g(—15)-6t, majd g~*(g(—15))-6t!

Abrazold és az alabbi két fv-t, és add meg, hogy milyen traféval kapjuk a fv. képét az eredeti fliggvény
képébdl (az eredeti fol van rajzolva).

f1(): R=R; x — sgn(x)+4 f2(): R—>R; fa(x) = {x}-2.
shy *y
5 < .
o
P -4 -3 -2 =1 0 2 4 5 7

Transzformacio:

Nem kot.: Mely
25x+15=2

a kovetkez6 egyenlet megoldasa nem nagyobb, mint 3.
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b)

) 1 )
Abrazold: g(): R>R; y =—E[x] Abrazold: h(): R>R; y=-2]|x|,
by

(Az alapfliggvény be van rajzolva)

by

A transzformacié:

c) adc)

milyen trafokkal kapjuk meg a tortrész grafikonjabdél, majd abrazold a

by

(]

[
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d)
Oldd meg: |x+1| + |x=3| =3x

g2():R—R; y= ;— -sgn(x)+3 Trafo:

e) 0
Add meg az eredeti grafikon (sgn(x) illetve {x} trafdjat!:
gi( ): R—=R; y =-2-sgn(x)-4 Trafé:

93(): R—R; h(x) = 4{x}+1 Trafé:

f)

Nem kot: Abrazold a balo ényét, és meg: 1|—3‘ =1




Oldd meg: [2x-3 |- |x+1| =-1

4) A belsé fliggvény a linearis: ,Valtozd (argumentum)-transzformacié”

a)
Erdemes figyelni az értékkészletet:

Oldd meg: 2-|sgn(x)| = (x+1)%+2 Nem kot: 2|X—2|—2

eti grafikon, majd abrazold:

(): R—R; x~ [x=1,2] hs( ): R—R; x {x-2,4}

Trafo: Trafo:
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c)

Add meg, hogy trafézodik az eredeti grafikon, majd abrazold: f( ): R—>R; x—|x=1,5|

Trafo:

Az 5x+3 = 2p+px paraméteres egyenletben mely p paraméterre lesz a

d)
Egy f( ) fliggvény az x = 10-ben ves
el6z6 fv-b6l — valtozo traféval — gy

a() fv, ahol is: g(x) = f(x

X =
X =

X =

(x) = f(—x) m(x) = 4 X =

n( ) fv, ahol is n(x) = f(3x+1) n(x) = 4 X =

Nem kot.: Oldd meg: x-sgn(x) = x?
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e)
Ha az f( ) fv. az x = 8-ra veszi fel az y= —3 értéket — vagyis f(8) = —3, igy a grafikon pontja a (8;-3) pont,
akkor mely x-re fogja felvenni a kovetkez6 fliggvény a —3 értéket?

g() fv, ahol is: g(x) = f(x—4) gx)=-3 X=
h( ) fv., ahol is: h(x) = f(x+5) h(x)=-3 X =
j() fv., ahol is j(x) = f(2x) j(x)=-3 X=
k() fv., ahol is k(x) = f(x/3) k(x)=-3 X=
m( ) fv, ahol is m(x) = f(—2x) m(x)=-3 X=

n( ) fv, ahol is n(x) = f(4x+2) n(x)=-3

Két varos tavolsaga 200 km. Benedek atlagosan 60 km/h-val szokott utazni egyl
a baratjatdl, hogy adjon képletet arra, hogyha t id6 alatt szeretn
megvaltoztatni az atlagsebességét. Vagyis egy t = paramé rni az x
sebességvaltoztatdsra, majd megoldani x-re!

f) )
Egy f( ) fUggvény az x = 5-ben ve
fv-bél — valtozé trafoval — gya

g() fv, aholis: g(x) =

Is n(x) = f(—3x+1) n(x)=3 X =

n(

Aki 5-6s akar lenni: [4x]+{{ }} [3x+7] *[2x%—4x]+{x+24} = 3[x-1]
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1
Add meg, hogy trafézédik az eredeti (egészrész) grafikon, majd abrazold: f( ): R—>R; x> [Ex}

Trafo:

g) adg)

Add meg, hogy trafézdédik az eredeti grafikon, majd abrazold!
f(): R=>R; y=[-2x] g(): R—R; x

Trafo:

Oldd D |Ax+1| — Nem kot: Oldd meg: x—| x| = {x}




* Oldd meg: [x]%+2[x][-x]+ [-x]?=1

Add meg, hogy trafézdédik az eredeti grafikon, majd abrazold!

f(): R—>R; x— {1,5x} g():R—>R;y= {—Z—X}

Trafo: Trafo:

5) Add meg, hogy trafézddi
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Add meg a hozzarendelési szabalyt: az alap fliggvények: [] abs()és{})

graf =EXO e grafy))  fix) =
grafy SEXOU06 (429 (grafus)) oK) =

grafi()=E¥® 2 (x* =~4((Egrafp))) h(x) =

Oldd meg: ||2x—4|—x| = %—1 0

em kot.: x—| x| = {x}

Nem kot.: |x|—7 =sgn(x

0z6dik az eredeti grafikon (egyik a tortrész, masik az egészrész):

_§+3} g(): R—>R; x = [2x=3]



IV) Intervallumonként linedris fv-ek folytatasa:
1) Oldd meg:

|3X —2| = 2?X+7 Trafo:

El6szor add meg az abs( ) fv. grafikonjanak transzformacidj jd

X1
2

= —£+1 Trafo:
3

\ 4

2) Tobb abszolut érték

a)
Nem kot.: oldd meg: |x*—4
(Erdemes megvizsgéalnod
abszolutértéken
értékkészlete...)

A ar lenni:

mi is az Oldd meg: |x|>-8|x| =-15

Nem kot.: Abrazold a kovetkezd hozzarendelési fv-t:f(x)=”|3x| +2X|+X‘
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Oldd meg: |2x=3| — |-x=1| =—x+4 - a kovetkezb |épésekkel:

El6jel-grafikon: ‘

ol

Fliggvényleszikitések:

f

Megoldas:

[5—2x|+|3x+ 1| =x+6

ElGjel-grafikon:

ol

Fliggvénylesziki



Nem kot.: |x=1] + |x+1| = x+1

El6jel-grafikon: ‘

i 3

Fliggvényleszlkitések:

f

Jeo ]

f

| I

f .

| el
Megoldas:

b)
|[-2x+2| + [3x—1] = x+1

ElGjel-grafikon:

ofx
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[-2x+2| — | 3x-1] =—;—x—1

El6jel-grafikon: ‘

ot

Fliggvényleszikitések:

f

Megoldas:

c) )

|x—2|<X+4

El6jel-grafikon:

ok

Fliggvényleszlkitések:
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2|x+1| 2 x+4

El6jel-grafikon:

A 3

Fliggvényleszikitések:  Grafikonok (bal és jobb oldal)

Megoldas:

d) )
Aki 5-06s akar lenni...: |x=1|+]|2—x| > 1+x
ElGjel-grafikon:

o<

Fliggvényleszlkitések:

f
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e) e)
Abrézold: f(x)= |2x—1|-3

Aki 5-0s akar lenni...: ||2x—1| —3| >2
l.

Ra¥

f) )

|x|-7 =sgn(x)-1 Nem kot.: Oldd meg: | x| = sgn(x)

Nem két.: Oldd meg: |x|— 4 = (sgn(x))*+3
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V) Szamsokasag jellemzése — egy kis statisztika
1) Tavolsagdsszegek minimuma
Ezt értsd meg: egy x szamnak a —1 t6l és a 2-t6l valo tdvolsaga: |x—(-1)| és |x-2]|
Abrazold: f{ ) : R—>R; y = |x+1|+|x=2]

(El&szor szedd szét harom intervallumra, ird fol a fliggvényeket, és utana...)
El6jel-grafikon: ‘

afx

Flggvénylesz(ikitések:

f

Javasolt: Hol (melyik x-re) van a mini
(El6szor szedd szét harom interva
El6jel-grafikon:

?K=|x+1]+|x=2|+|x=3|
tana...)

ok

w

@

-

1]

(3,1

w

L)
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Abrazold: f() : R—>R; y = |x+3|+|x-1| (Ez a fv. az x szdmok —3-t4l és 1-t4l valé tavolsagainak dsszege.)
(El&szor szedd szét harom intervallumra, ird fol a fliggvényeket, és utana...)
El6jel-grafikon: l

ok

Flggvénylesz(ikitések:

f

2) Szamsokasag jellemzése

Egy dobdkockaval 21-szer dobtunk
A szam: l-es 2-es
Hanyszor fordul el6: 7-szer

7-es
® (6 oldala van csak...)

ird le ndvekvd (nem in NG orrendben a 21 szamot (férjen ki egy sorba)! Szamold ki az
atlagot, a mediant é

Terjedelem: Median: Médusz:

ird le egymas é, hogy az év hdénapjai hany napbdl allnak. Majd tedd 6ket sorrendbe. Majd szamold

ediant és a moduszt.

Jan. Feb. Marc. Apr. Ma4j. Jun. Jul.  Aug. Szept. Okt. Nov. Dec.

Terjedelem: Atlag: Medidn: Modusz:



Egy 32 f6s osztalybdl egy dolgozat a kovetkez6 eredményt hozta: 1 db 1-es, 5 db 2-es, 8 db 3-as, 10 db
4-es és 8 db 5-0s. Majd szamold ki a terjedelmet, az atlagot, a mediant és a moduszt.

Készits olyan 10 adatbol 4ll6 adatsort, mely atlaga 2,3 ; mddus igydzz, lehet negativ

szamot is hasznalni...) Add meg a terjedelmét!

Egy tanuld 10 jegyének atl ? b) Legfeljebb hany egyese lehet? c)

Legalabb hany 5-6se van?

atbol allé adatsort, melyben harom kiilonb6z6 érték szerepel, médusza és medianja
d meg a terjedelmét!
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Mely helyen szeretnél éIni? Ervelj! Ahol az éves naponta délben mért h6mérsékleti értékek terjedelme
22°C, vagy ahol az éves naponta délben mértek szamtani kdzepe (atlaga) 22°C, vagy a naponta délben
mértek mdédusza 22°C, vagy pedig a naponta délben mértek medianja 22°C ?

Ha 2 dolgot valaszthatsz ebbdl a négy értékbdl, melyiket valasztanad — és miért?

Adj meg 6 olyan egész szamot, mely terjedelme 10, medidnja 1,5 és mddusza 2.

Mely p paraméterek esetén lesz a kdvetkez6 kifejezés megoldasa 3-nal

p—X = 2px+p2x+3

Darab

14

| I I | |
0 I I
1 2 3 4 5 ]

Dobott szam

Hényszor dobtam
o m

S

8]



Masodfok a Pitagorasz-tétel el6tt
I) A masodfoku figgvény
1) Definicid és a parabola
e Oldd meg: |[—x+3]| + |-2x+0,5|=0,5x+4

e Nem kot.: sgn(x*—4)2=3x+1

‘9\\’

e Oldd meg: —| 2x+4
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e A Parabola, és pontjainak szerkesztése
Add meg a parabolat definialé adatokat, ird fol beldlik a parabola definiciojat, majd ird le a fontos
fogalmakat a magyarazatukkal!

Adott a F fokusz és a v vezéregyenes. Szerkessz 10-10 (tengelyre szimmetrikusak) para
majd halvdnyan rajzold meg a parabolat! Ceruza! Hasznald a racsvonalakat!
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e Add meg azabs() fv. traféjat: 2|x-5|-3

e Add megazabs() fv. traféjat: —2-|3x|-2

e Add meg a tortrész fv. traféjat: —3{—2x-5}+2

o Abrazold: f(): R=R; y =‘1_3_2X +

* Nem kot.: El&tte érdemes gondolkodni, akkor gyorsabb: 3{x}=(x—1)%+3
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2) Az alapfliggvény és vizsgalata
e f(): R—R; y=x2 Abréazold az alabbi tabldzatban megadott pontjait, majd halvanyan rajzold meg a fv.

képét. Az egység: 1 cm. Negativ x-ekkel is (vagyis pl.: (0,5 ; 0,25) pontot is!
x:]01]02/03[04|05[06[07][08| T—T—1T— :a:siy::: EEEEEEEEEEEEEEE
x2:10,01|0,040,09]0,16|0,25(0,36 | 0,49 | 0,64 :::::::1::::::1112::::::::1:::::::1:

09| 1 [12)14]16]18] 2 :::::::::::::::1:1::::::::::::::::::

22 [ 24 | 26 [ 28 | 3 [ 32 | 34 [ 36
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® Add meg az alapfliggvény (tortrész) traféit:

y={x+2} y={x=3}+2

y=(3x) V== 514

y=—3{2x+3}+4

y=§{—2x—4}+1 QQ
4

® p’x+5p=p>-3px p=param
a) Oldd meg. b) mely p-re lesz a megoldas

e ird fol a paros és a paratlan fiiggvény definiciojat, és grafikonjanak jellemzéjét!
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¢ Nem kot.: Oldd meg: [2x+1]=3x

3) Trafdézzuk a masodfoku alapfliggvényt
ird fol a trafét mindenhol, majd SZEPEN RAJZOLVA , kézileg” dbrazo
néhany fontos pont.) (egy dbrara lehet két fliggvényt - a iggy, ajz

f(x)=x%+3

’\
\\

Trafo:

Trafo:
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k(x)= —2x?

Trafo:

m(x)=—x*+1

Trafo:

n(x)= —%(x+1)2 +3

q(x)=—%(2x—3)2 12

\ /

\ /

\ /
i

\ /

_____ \ /

\ /
\

\ /

\ /

\ /
\
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4) Jellemezd és abrazold
2
e Jellemezd, dbrazold: f(x): R—R; ¥ =—§(X+1)2 +6

Dy, Trafd, Csucspont, ZH, Menet tablazat; Ry, Alak.

(Segitség: a szorzatta alakitasnal az egyik tényez6ben 2x-et keress.)
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1
e Jellemezd, abrazold: g( ): [-6; 1]>R; y =Z(x+2)2 -1

Dg, Trafd, Csucspont, ZH, Menet tablazat; Rg, Alak.

e Jellemezd, abrazol

I\J?

-




e ird fol azt a 2. foku fiiggvényt, mely grafikonjat a kdvetkez8képpen kaptuk az y=x2 hozzarendelés(
fliggvény grafikonjabol:

EV(O;Z)(X}‘F_O'ZS( EV(330)(grafx2) ))

EV(O;—l)(X7F3( Ev(—Z;O)(grafxz) ))

ird f6l a milyen trafékkal jutunk el a graf(x?)-t6l a kdvetkez6 fiiggvények grafikonjaig:

f(x)= —3(2—x)>-5

g(x)=§(3x+1)2+2

Jellemezd, dbrazold: f( ): [-5; 1] —R;

w
‘!-

N
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5) A csucsponti egyenlet
* Add meg egy olyan masodfoku fv. definicidjat, melynek a csucspontja (3;-2) és felfelé nyilik!

e Add meg a paraboldk altalanos csucsponti egyenletét a, u és v paraméterekkel, majd ird fel a
csucspontot; illetve add meg, hogy az a szerint milyen szélsGértékhelye és értéke van (minimuma,
maximuma.

II) A négyzetgyok és a négyzetgyok figgvény
1) Bevezetés, definicid és példak
a) Négyzet teriilete

Az 4bra alapjan értsd meg a kdvetkez6t, maj

A nagy négyzet teriilete Ty, = 3x3=

Egy sotétebb haromszog teriil

Vagyis a belsé vilagos né

esztés

Szer g hosszu szakaszt, ha az egységed 1 cm. Mérd is le, ird ra, hany cm.
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c) Nemnegativ valds szam négyzetgydke a definicié alapjan
Kozelitsd meg egy tizedes jegyre, mennyi lehet \/g és v130.

Fejtsd ki (Pascal hdaromszog!):
(2x-1)3=
(3x=2)*=

Alakitsd szorzatta:

X24+4x-21= x*—8x%+16=

x*—=13x%+36=
x°—243=
X°+243=

In medio stat virtus:
x6—64=

d) Gyakorlas

J16 =

0,25 =
V169 =

isv. igaz
négyzetének négyzetgyoke az eredeti szam.

(i1) Pontosan két olyan szam van, aminek a négyzetgyoke egyenlé onmagaval.
(iii) Két irraciondlis szdm szorzata mindig irraciondlis.
(iv) Egy szam négyzetgyoke lehet nagyobb néla.

(v) Egy nem egész szdm négyzetgyoke irraciondlis lehet csak.



Nem kot.: Oldd meg: |~2x+1|—4|=0,5x+3,75

1._\ﬁ
4’ N2

Allitsd névekvéd sorrendbe: —3; —\/5; \/(—3)2 -

2) Azonossagok, szamitasok
a) Szorzas, osztds

13% =

Emelj ki, amit lehet:

/480 =
/7500 =

, mindent emelj ki, amit lehet:

V2' 2 =
J10-420 =
J98 6 =

\/24.33.77 .\/27_37.74 _
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b) Hatvanyozas

() -
(o) - Vo ()
(a) - -

c) Adj meg két nem egész raciondlis szdmot, melyek szorzata egész

,/0,0000000225 =

10,036 =

égzésével dontsd el, melyik szdm a nagyobb:

J6o (V3) 18 5
e s
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e) Bontsd fel a zardjelet, vonj dssze!

(x+3)(y+4)= (3x=2)%=

(210 ++20)(v/50-+/18) =

(Ve +2)(3+2v6)=

(VI 3)(VI5 +3) =
(o-1)2+1)-
(V3+1) =

(Vo +0) -
(V&) =

(2v14-3421) =

x4—9=
(v32-v12)(v32 +12)=
(V7B 4E) (V7 +E )
o265 - (524 -
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(-2 -
(2@—3@)2 =
(5v2-2v5)(5v2+245) =

J7+2410 AJ7-24/10 =
V21 +243V21-243 =

(\/11—\/7—\/11+\/7)2=

2

(\/\/§+2«/5 —\/\/5—2\/5)

3) A nevez6 gyoktelenitése
Bovitsd Ugy, hogy ne legyen a nevez6ben gyok, vagyis ,,gyoktelenitsii

N

irt nevezgjét”

Jis 2415
NN 35-23
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4) Azinverz figgvény képe az eredetihez képest

e Nem kot.: Bizonyitsd be, hogy egy szig. mon. ndvekvé fv. injektiv! (Segitség: indirekt, vagyis tedd
fol, hogy szig. mon. névekvé ugyan, de nem injektiv, vagyis van olyan xi#x,, amelyre...

° Jellemezd és dbrézold: f( ):[0;3]— R; f(x)=—2(x—1)%+2

D'(1; 1)

E'(3;2) 2

F'(1;3) o
G(5;3) G'(3;5) e R e T T e
H(6:-1) H'(-1;6)
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5) A négyzetgyok fliggvény
a) Abrazold f( ):[0;00[ —R; y=x2 fv-t, majd ugyanabban a koordinatarendszerben 4brazold — az adott

tablazat adatai alapjan —az f( ): R*o—R; y= \/; fv. grafikonjat.
Ceruzaval finoman rajzold meg a két parabolaszarat!

X ‘ﬂ |0,3‘0,5|0,?‘0,9| 1 ‘1,1 1,2‘1,5|1,?‘ 2 |2,2‘2,5| 3

0,09 | 0,25 | 0,49 | 0,81 1,21 1,44 2,25 2,89‘ 4 |4,84 5,25| ]

* Hozd egyszer(bb alakra: \/3+2\/5 —\/3—2\/— =

* J7-43 +4J7+443 =

2
Végezd el, hozd egyszer(ibb alakra: (\/\/E—?: —\/\/E+3) =
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Bdvitsd ugy, hogy ne legyen gyok a nevez6ben, vagyis ,,gyoktelenitsd a tort nevezdjét”:

312 _ 3
Nl 7448
3 12 _
J5—2 7-3J5
30 V14
357 1W7-32

Végezd el a muiveletet, illetve hozd egyszer(bb alakra!

(25-5) -
(V18 -+/20)(v/50 -/45) =
V6+24/5 =

V22-1242 =

b) Trafdzzuk az alapfliggvé
Add meg a négyzetgyd
Az alapfliggvényt I3

f(x)=—1,5v x 3 (z

, majd dbrdzold ,kézileg” a [-3;16] intervallumban.
GYELNI, HOVA KERUL A ,,CSUCSA”...

g(x)= %@ +1 (pirossal)

167



Add meg a négyzetgyok fv. grafikonjanak trafdjdt, majd dbrdzold , kézileg” a [-3;16] intervallumban.
Az alapfliggvényt lathatod. ERDEMES FIGYELNI, HOVA KERUL A ,,CSUCSA” ...

f(x)= 24/ x+3 +1 (z6lddel) g(x)=—\/3+2 (pirossal)

0z6dik a kilsd fv. a belsé fv. miatt!

>

168



6)

Ertelmezési tartomdny: randa dolog, Ujra egyenlStlenségek
Alapallas: a négyzetgydk argumentuma nem lehet negativ, tehat egy négyzetgyokos kifejezés az
értelmezési tartomanydanak vizsgalata altalaban egy egyenl6tlenség megoldasa.

Egészitsd ki: Masod, vagy magasabb foku egyenl6tlenségeket ugy oldunk meg, hogy:

Add meg a kovetkezd kifejezések értelmezési tartomanyat:

K=+2—x L=+/25—x

-

5x-2
3-2x

fliggvény trafdjat, a csucspontot és a ZH-et! f(x) =—4~/3x—-2+1
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Add meg a kovetkezd kifejezések értelmezési tartomanyat:

K=~+/12 — X2 L=/—x

os megolddsanak elGkészitése
alakitassal

3x2=17x
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3x%2-5x+53=2x2+9x+5 3x%2+13x=10

10x+8=12x? 78x—45 = 24x? 0

\ 4

2) Oldd meg — vigyazat, négyzetgyo

—3x2-2x+3=0

2X3=6x2+2x
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3x3 = 6x%+2x 26x%=169x — 39

IV) Polinom alakban megadott mdasodfoku fliggvények dbrazolasa
Hozd a hozzarendelés szabalyt ,csicsponti” alakra, add meg
értékkészlet!

f( ): R=R; f(x)=x>-6x+4 (z61d) ; 8(x)=—x>=3x+5 (piros)
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Hozd a hozzdrendelés szabalyt ,csucsponti” alakra, add meg a trafét, tablazat és értékkészlet; majd
abrazold!

f(): R—=R; f(x)= —%XZ +4x+1 (z61d) g( ): [-8;0]—R; g(x)= —%XZ —3x—2 (piros)

Szerkesztette: Vizhdnyod Zsolt Sch.P.
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