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Masodfok — A-B: Ismétlés - Meréleges affinitas; Algebra

I. Merdbleges affinitas

I/1) A mer6leges affinitds — nem egybevagdsagi transzformacid — sét, szogeket sem tart...

a) Def.: Adott egy tcS és egy Ae R\{0}. Ekkor:

t*():S—S; P> P’, ahol:

Tulajdonsagai:

ha Pet =P’'=P

ha P t= P’PLt, és d(P’Pnt;P’)=|A| d(P’Pt;P)
és A<0 esetén t elvalasztja PP’ egyébként nem.
A=1 = Identitas

A=—1 = Tengelyes tukrozés

A=2] 1@ 1B

llleszkKedéstartd
Nem tavolsagtartd és nem is aranytartd, csak a parhuzamos (igy egy egyenesre
kerul6ket is) szakaszok hosszainak aranyat tartja meg!

Nem szogtartd, deparhuzamosokat parhuzamosokba visz.

Hogy nem szdgtarto: elég egy, a tengellyel nem parhuzamos és arra nem merdéleges
egyenes tengellyel bezart sz0gét nézni.

A koruljarastartas A elGjelétdl figg: A pozitiv: megmarad; A negativ: megforditja.
Altaldban nem szimmetrikus (A=—1-nél igen, de az a tengelyes tiikrozés)

Injektiv — azaz kdlcsondsen egyértelmd (valdjaban bijektiv is: a sik minden pontjdhoz
rendel képet, és a sik minden pontjanak van 6sképe)

1
Az inverz fiiggvénye: t4( )
Fixegyenesek, invarians egyenesek:
Fixegyenes: .....cccocevvvveeecevenenns
INVATIANS EEYENESEK: ...cueevieieietietiet ittt ettt ee e st et et ees et e sseeseeseesaesessesessassesaesaenens
Egyenes képe egyenes, kor képe ellipszis
TERULETEK ARANYA: T'/T=| |
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Haromszog képe

I/2) Szerkesszink ilyet!
A=1/2

2
>

=
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Az egész kitevdjl hatvanyok ismétlése

11/1) Pozitiv egész kitevGjli hatvanyok
Def: aeR, ne N\{0;1} = a":=a-a-...-a, ahol n db. tényezd van.
Definicid szerint legyen: al=a

11/2) Az egészkitevjli hatvanyok

Permanencia elv: Ha egy logikai rendszerben Uj fogalmat, 4j definiciét vezetiink be, vagy a
mar meglévé definiciot bévitjik, akkor azt gy szabad megtenni, hogy a kordbbi definiciékbdl
kovetkez6 szabalyok, tételek, o6sszefliggések érvényesek maradjanak.

1
Def: ae R\{0} neN* = a":= —
a

1 1
P|.2*3=2—3=§=o,125

11/3) Tételek: negativ kitevére is miikodnek

acR = ali=a. Vagyis: Minden szdm 1. hatvanya legyen maga a'szam.

ac R\{0} = a®:=1. Vagyis barmely nem nulla szdm nulladik hatvanya: 1.
A 0-nak csak pozitiv természetes kitevdjl hatvanya lehet, és az érték minden esetben 0.

n

. a _
acR\{0}, k; neZ= a™a*=a""illetve a™a*=— =a""*.
a

Azonos alapu hatvanyokat Ugy szorzunk,hogy az alapot a kitevék 6sszegére emeljlik.
Azonos alapu hatvanyokat ugy osztunksshogy az alapot a kitevék kiilonbségére emeljiik.
2427 =27 =23=0,125 illetve £ 2%277=24L7=21%=2048

a,be R\{0}, ke Z = (a-b)*=ak-b*.

Szorzatot ugy hatvanyozunk, hogy'a tényez6ket az eredeti hatvanykitevére emelve
0sszeszorozzuk.

(2-5)*=2%5% (7-10)3=72-10"3

(10)% = (2-5)*=2%544(70) 3= (2-5-7)3=23.53.73

Azonos kitev6jl hatvanyoekat ugy szorzunk, hogy az alapok szorzatadt a kozos kitevére

emeljuk.
2°:3° = (2.3)°=6 273.573=(2-5)3=10"*= 0,001
kK

a a
a,be R\{0}, keZ = | —| =—.

b) b
Tortet ugy hatvanyozunk, hogy a szamlalot is és a nevez6t is az adott hatvanykitevére
emeljuk.

Azonos kitev6jl hatvanyokat ugy osztunk, hogy az alapok hanyadosat az adott kitevére
emeljlk.

Gyakorlas - Ne legyen se zardjel se tort:
4 -4
g Sy _
g 3
ae R\{0} A m,neZ = (a™)"=a™".

Hatvanyt Ugy hatvdnyozunk, hogy az alapot a kitevék szorzatara emeljiik.

11



lI/4) Gyakorlas — ne legyen se zardjel se tort

)

20°
10°

81" _
100

187"
273

187"
273

aN\3
2527\
-507
9872.10°

217507
lll. Algebrai kifejezése

zatta alakitas

(7x+15)%= (13x%-8x)%=
(12x%+7x)(1x*=7x)=
(2x=3y-13)?=

Egyéb Osszefliggések — binomidlis egyltthatdk ismeretében

(a+b)*= (a—b)3=
(x=1)3= (2x+1) 3=
(3x=2)3= (x=y) (C+x2y+xy?+y3)=

(x+2)(x*-2x*+4x-8)=
12



I11/2) Szorzatta alakitas

—2x2+12x-18= —2a’-4a-2=
36x2-12x3-27x = 50+18x?>-60x=
18x—3x?—24= 5x°~5x—60=

Ak _pke

g2kl 2kl

32 p2k=
23—b3= 26_p6=
x3—8= Xo+y=
27x3+125=

x3— 3x%y + 3xy? —y3=
b3 — 6b%c + 12bc? - 8c3=

Két nehéz alak:

\ 4

a*+a%+1=
a*+4=

IV. Algebrai tortek

IV/1) Egyszer(sitsiink — sz6 d meg az tomanyt
51
Sax 3x=3 _
3
2-2x
30°-3
7a-7

ax—by+bx—ay _

7x—=7y

XX —a*+y +2xy

x+a+y

a’—a’—a+1
a'—2d° +1

13
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X +2x =x=2
x*—2+x

IV/2) Hozz k6z6s nevezbre; majd, ha lehet, alakits szorzatta és egyszerd(sits

5X—5+3X+6_12—6X _
10 12 15

xX=x* 6x°-6

3 2x+8
x-2 x*—4

5x. 6x 12
2> —4x 2xX*+4x x*-4

2x+4 +x+3_ 3x+1
X +4x+4 x*—4 x*—A4x+4

3
X
1-x+x>— =
1+x

IV/3) Végezziik el a kbvetkezé

* _6a’b+3ab?

=yt
x> =2xy+y> ax>+2xay+ay’

X°+27 4x*-9
4x+6 Xx*+6x+9

\ 4

es értékeinél!



IV/4) Egyszer(isits — illetve végezd el

1
X_i
X _

[ a 2bj2 ( a 2bj2
i I D — -
2b a 2b a

15
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Masodfok — C: Négyzetgyok

A négyzetgyok fogalma és a négyzetgydkvonds azonossagai
I/1) Definicid

ae R:=+/a :=ce R} _, c?=a (Bizonyithaté, hogy a definicié egyértelmi.)
Gyakorlasa

1/2)

a)

b)

c)

Gyokok

\/I =1 mert 1°=1 \/6_ = mert

0,04 = mert \/% = mert
\/_= mert \/Z

A gybdkvonas kivezet a racionalis szamok testébdl

V2=1,4142...
Vigyazat, ilyen szam mar tényleg nincs a természetbe
ez mar tényleg bonyolult szam.

mondju torta igen, de

Mdveletnek csakis egyféle eredménye lehet

\ 4

zoktuk keverni az x*=a egyenlet

Ugyanis: ha \/Z=2 és \/Z=—Z, akko
A gyokvonds mlveletét gyakran és

megoldasaval (a=0), ahol a

Nl

A négyzetgyok

Osszefoglalva: Egyenlétlenségeket kell megoldani, és a nevezd nem lehet 0.



e) Vigydzat: a négyzetgyok argumentuma is, értéke is nemnegativ szam!

VX*=2x+1= \J250% =
(10—6\/5)2 -

I/3) Azonossagok - szorzas

All: a;b 2 0=~a-b=+a b

Biz.: Mindkét oldal négyzete, felhasznalva a szorzas kommutativitas- és asszogci

FIGYELEM: GYOKVESZTES LEHETOSEGE (pl. egyenletrendszernél)!
Pl.: /18 = 11: /8-c®a’h’ =
\20-4/45=

(Persze rogton primek szorzatava is alakithatjuk a gy

/200 = Mindig ilyen |

I/4) Azonossagok - osztas

a=0; b>0 = \/§=£. Biz.: Mindkét olda
b b

és asszociativitasat! FIGYELEM: GYOKV E (pl. egyenletrendszernél)!

121
25

80a°b’

o= Kikotes!
X

1/5)

17



I/6) A gyokvonas kivezet a racionalis szamok testébdl

a)

b)

d)

Allitas: V2 ¢Q
Biz: indirekt. Tfh. \/— =£, ahol p;ge N és (p;q)=1. =2q*=p?
q

Ekkor: Ha 2|p = (2?| p* A 2fq (mert rel.pr.) ) de *{ baloldal £
Ha 2tp = 2{p*= De 2|baloldal £

*Allitas: ha r prim, \r £Q

Biz: indirekt. Tfh. \/—=£, ahol p;ge N és (p;q)=1.
q

Stb.

Allitas: rac + rac = rac

Biz: p1, p2, q1, q2€ Z;

&+&= P.-q,*p, q,
q,: q, q,q,

Mivel a szorzds és 6sszeadds nem vezet ki
egész, a nevezl is egész, vagyis a tort raci

Ol, ezért a szamlalé is

z egész szamok

Allitas: rac + irrac = irrac

Biz.: Indirekt

-e két irracionalis 6sszege, vagy szorzata racionalis?

V18 ++/50 o8 =

27 = 7=



[1/3) Osszevondasok
5-3+L77 - -

I1/4) Négyzetgyokos kifejezések szorzasa

V3020 = J2x /50 =
MAGYARAZAT kell mindig, ha kellene, de mégsem kell abszolutérték jel!

Végezd el a valtozok megengedett értékei mellett:
\/303 +3b° \/1202 —1267
a-b \a*—ab+b’

II/5) Végezd el a mliveletet, és ird fol a legegyszer(ibb al

(2-V3) = (6-2v3)

(3++2)(3-+2)=
(3:42-2.43)(3-VB +4-3) =
(

NNEENNN TR

(\/13—\/E +y13+

( a+b—\/5)(\/m+\/3):
Ja+2b-2v2ab\Ja+2b+22ab =

19



[1/6) Négyzetgyokos kifejezések osztasa

15V10 _
==

II/7) Szorzatta alakitas, egyszer(isités
Alakitsd szorzatta: /14 ++/6 =

Jab —+/ac =

b—c=
a+b—2\/a_ -
x+\/;—6=

Sl

Hozd egyszer(bb alakra:

ol

a\/_ b\/_
Jab

11/8) Négyzetgyokos kifejezések hatvanyozas




[ll. A nevezd gyoktelenitése: az egyik legfontosabb mivelet a gydkos kifejezéseknél

I11/1) Egytagu nevez§

Gyoktelenitsiik a tort nevezgjét a valtozok lehetséges értéke mellett!

3 _ 35 _ X _ X _
7 ¥ N N
0,2 = 2 =

\6X—6y
a-b _ i_i_
Ja—b 3 5

616 +643 —24/15

proy

0 _
V2

[11/2) Két- v. tobbtagl nevezd — bévités a konjugalttal

ﬂ
\/;+

y

Gyoktelenitsiik a tort nevezgjét a valtozok le

séges értéke mel

1 1 1 1

+ + +o.t =
142 243 3+44 V2020 ++/2021

21



, 1
Altaldban: ——————=

Ja+dail

IV. Mlveletek négyzetgyokos kifejezésekkel

IV/1) Gyokos kifejezések 6sszegének négyzete
(V2+1) =
(2v3-1) =
(V53 =

IV/2) Ismerd f6l a teljes négyzetet a gyok alatt!

Jre3ds
J3+242 +43-242 =

IV/3) Szamoldgéppel kiszamolod, é

Vagy rajossz... Vagy eg

V3+242 +4/3-2

Ja+7 —Na—7 2=

22

(V5+2) =
(V2+3)




szamold ki, mennyi: \23+4+/15 ++/23-4/15

IV/4) Reciprok kifejezések

Adott a kovetkez6 szamkor: Z[ \/5] vagyis az a+b \/5 a
(Ezek kevesen vannak, pont annyian, mint a természetes

élaz aés b egész.

Mutassuk meg, hogy az ilyen alaku szamok 6sszege, szorzdsa ne

igy persze minden a+b\/§alakut el tudok vele osztani: vagyis , egység”

S6 a (2+\/§ )k és (2—\/5 )" is mindennek osztdja: ,egység”
Vagyis nagyon fontosak a ,reciprokok” a gyokos kifejezéseknél.

23
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IV/5) Egyéb négyzetgyokds példak.

Melyik a nagyobb: \/7+x/§D\/§+\/§

Végezd el: (\/g+\/z)(\/§—2)\/\/§ 2=

1 1 1
Oldd meg: + + +...+
S V2 V213 J3ia

4



Masodfok - D: az n-edik gyok

Definiciok, példak, azonossagok
I/1) Bevezetés

53= (—5)3= 24= (—2)4= 35= (—3)5=
Mit kell kobre emelni, hogy a kdvetkezd szamot kapjuk:
8 & 64 & 343 & =125 &< 216> =512

Mit kell 5. hatvanyra emelni, hogy a kovetkez6 szamot kapjuk:
-1& 234 & 1024 & 10°¢> 2%
I/2) Definicidk

Def.: A gydkkitevd ps szam: ke N* és ae Rg:% :=c , ce Ry és c**=a.

Def.: A gyokkitevd pt szam: ke N* = **q :=c _, c?*1

A definiciok miatt:

Yo =|a, pl: Y(-2)"° =|-2|=2
2"*5/02'”1 =3, pI: 9/(_2)9 =-2

Példak:

/64 =2 mert 2e R; és 2°=64

mert

~
=
(@)
N
®
I

~
=
(@)
N
®
I

Q
I
Q
I

w
ﬁ
Q
&
Il
w
T
Q
N—
w
1

Il
o
Q
s
~
Il
o
Q
s
)
Il

(2]
N
=
(@]
=
N
(@]
=
o]
(]
N
=

o
I
Q
~
N
N
Il
o
—_
I
Q
N—
-
o
Il
o
—_
I
Q
N—
[S)
N
Il
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I/3) Vegylk észre: ugy keressik a gyokot, hogy ,,leosztjuk a kitev6t”

1/4)

2P =? Azt a szdmot keressiik, amelyet 3. hatvanyra emelve 2%-t kapunk. Vagyis azt a
szamot keressik, amelyet 3-mal szorozva 15-6t kapunk.

(Ez a kérdés vezeti be valdjaban az osztas fogalmat!)
-2 §/-0,00001 = Vo= Is¥ =

A gyokvonas azonossagai

A kovetkez6kben ha n paros, akkor a;be R, ; egyébként a;b valdsak, és ha b nevezében van,
akkor b #0.

(’/EQ/E#’/ab Biz.: Mindkét oldal n-edik hatvanya, felhasznalva@a’szerzas kommutativitasat
és asszociativitasat!

FIGYELEM: GYOKVESZTES LEHETOSEGE: Hiszen paros kitevs esetén a jobb oldalnal a és
b egyszerre lehet negativ is!

a Ya
b b

FIGYELEM: GYOKVESZTES LEHETOSEGE!

k
aeR' keZ= &’/a_"z({’/g)
Biz.: ugyanugy, mint a négyzetgyoknél!
FIGYELEM: GYOKVESZTES LEHETOSEGE (pl.: a<0, k=ps, n=ps)

A n:ke NMA= 340 =%a (Nyilvan igy: 3/¥a =4/va)
Biz.: [(” %)njk =(5/E)k =a:>(€/%)nk=a :W:"\k/g
ol.: 364 =¥/64 =2 W:W:\/@z\/ﬂ

1258_ 109X15 _



K6z6s gyokkitevd: a gyokkitevs bbvitése-egyszerdsitése: {’/— =%
VIGYAZZUNK AZ ELOJELEKKEL!

Ez sokszor visszafelé j6: §/125 —§f5* =353 ~ 35

Vagyis: a gyok és a hatvanykitevé egyszer(sithet6 és bdvithetd, csak: a franya ,elGjelek”!

Azokra kell vigyazni!

nkl nm
X —

2{‘/(—3)20 # {/(—3)5 , hanem: %/(-3)” =33
(Valéjaban 4-edik gyokvonas volt!)
VAGYIS: X/x*" = x|’

K6z06s gyokkitevd: Kiilonbozé gyokok szorzdsa:

na b:nanbn:nabn
atlp =4 {7 =4

PI: 5/51\0/5_3:
a-4/b=%a"b DE: VIGYAZZUNK AZ ELO

II. Az n-edik gyok fogalmanak gyako¢lasa
II/1) Milyen a-raigaz?

325000 =
33g*b3c’d’ =

k_3’02k_5 4k—4 -

Emelj ki, vonj dssze (x pozitiv):

327x° —38x> +3343x° =

27



Vigyik be a gyokjel ala.

—7-39 = —%\4/125 =

Melyik a nagyobb 3.35 vagy 2-317

Gondok az elGjelekkel:
—3¢2=—-43"2
al¥a’b =sgn(a)¥a™'b mert: a lehet negativ, ha b is az.

a-Va’ =a’ ugyanis: a3 tgysem lehet negativ. Vagyi 3 indi Ini az
eljeleket!

—2a* la’ =
2 1
x xX X

a~Q/I:sgn(a)-daT"
a-ia =

lll. Mdveletek gyokos kifejezés

l11/1) Végezd el: érdeme hasznalni — amit lehet, emelj kil

{10824 =

{22 -

{/(96a) +¥/9a” =

46+20 -4/6—/20 =

28



[11/2) Hozd egyszer(ibb alakra, emelj ki, amit lehet! A valtozdk pozitivok.

() = () - [Vea) -

Q|
)
N —

==

3

w

J—
w

=~
N

< -
(- (+467) -
|

<

N

%/7—%/;+1)(V;+1)=

25 +10 + 4) (5 -2) =
a-32=(%a-432)(
[11/3) Ktlonboz6 kitevés gyokok 6sszehasonlitasa

Melyik a nagyobb? 235 vagy J12

\ 4

Két otlet — nyilvan hasonlok:

s =Hr =4z =42
32\/52
b-3lb*-8fb =

BT -

o | Q
QT

29



IV/2) irjuk fel kisebb kitevdjl gyok segitségével a kovetkezd kifejezéseket. Minden valtozé pozitiv.

Minta:@:W:z 9/2:9/2_2:3/5

/1024 = 80 =

173 = Yg® =

5" - 10265 =
IV/3) irjuk fel egyetlen gydkjel segitségével a kovetkez6 kifejezéseket:

V242 = Y545’ =

VIGYAZAT: A LEGIOBB KOZOS KITEVO NEM MINDIG A SZORZAT,
SZORZATOT VESZEK, AKKOR UTANA LEHET KISEBB KIETVOJU GYOKKEL D

9/2_2.423:
Yae? $h6a° =

EM AL
ZNI!

3
4X—\/Z=
y* V' x
5 2
ea_li/b_z
b* \a’

NE T

IV/4) Végezziik el a kovetkezé miiveleteket

(V3+¥9+427)\3=
(V2-43)(2++3)=



310-+92 - 310+ /92 =
(¥9+33-327) =
- -

$/8a®

124’

\F \/073
3 — =4 — =
b \b

IV/5) Gyoktelenitsiik a kovetkez tortek nevez6jét a valtozok megengedet 2kei melle
Erdemes kanonikus alakot nézni!

5
352

31
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IV/6) Gyoktelenitsiik a tort nevezéjét! A felhasznalandd azonossag:
1 —
Yx -1
-1
Yx+1
x—1

Ix* =1

+a"3b2+... +b")

ra a kovetkez6 kifejezéseket

2
+<‘/b_xj +bx+3
Jbx +3 B




{ a—2b 2a’b +3/4ab’ J a+b

+ . =
Yo? -Yap> o +3/ab? +16ab | a-Ja+b-3/2b+b-Ya+a-32b
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Masodfok — E: Fliggvények

Altalaban a fliggvényekrél

1/1)

1/2)

1/3)

Definiciok, alaptulajdonsagok
Adott két nem dres halmaz, H és K. Ha a H halmaz (minden egyes/bizonyos)

eleméhez/elemeihez hozzarendeljik a K halmaz egy-egy elemét, akkor ezt a hozzarendelést
fuggvénynek nevezziik.

D, R. Figyelem, sok esetben ugy adjuk meg a fv-t, hogy a H#D, vagyis az alaphalmaz nem az
értelmezési tartomany — lehet bévebb, vagy szlikebb!

Megadasuk:
pl.: f( ):R—>N; x =[x];  g(): R\{0}—>R; y=1/x
Két fliggvény egyenl6sége: ...f( )= g( ) ha Di=Dg és Vxe Dr = f(x)=g(x)
A bijektiv fliggvények
Injektiv fv.: ...egy f fliggvény injektiv (kdlcs6ndsen egyértelmi),
ha x;ye Ds és f(x)=f(y) = (<) x=y

Vagyis barmely értékkészletbeli elemnek egyértelmlien l|étezik, 6sképe. Vagy ugy is
mondhatjuk, hogy kiilonb6z6 elemek képe kildnboz6.

Nekiink gimnaziumban ez a tulajdonsdg afontos!

Sziirjektiv fv.: ... egy f flggvény szlrjektiv (szuperjektiv), ha a képhalmaz = Ry, vagyis a
képhalmaz barmely elemének létezik 6skepe.

Pl.: f{ ): R—R; y=x%. llletve: Plf(): R=>R*o; y=x% —

... egy f fliggvény bijektiv, hainjektiv és sziirjektiv.

Masodfoku egyenletmegoldas — még.megoldo képlet nélkul

6x°+10x—14=0 2x%—6x+3=0

—4x?+12x-17=0



I/4) Flggvény-jellemzés + definicidk, a jellemzés szempontjai
[tt most le vannak irva. Az elsé hasznalatuk utan tudni kell 6ket.

a)

b)

Ertelmezési tartomdny - D, . (D=Domain)

) x+3
Itt a kikotések fontosak: pl.: y =
2x—1

Vagy: y=+/2x—1 esetén: Di=[0,5 ; o[ — (egyenl6tlenség megoldas)

esetén: x# % — (egyenletmegoldas)

Zérushelyek — (altaldban egyenletmegoldas)

Periodicitas:

Def.: ... f( ) fv. periodikus, ha létezik olyan pe R\{0} - x € Df = x+pe Ds és f(x+p)=f(x).
Van olyan definicio, ahol: x+pe Dr és x—pe Dt

(Fontos tudni, hogy van olyan definicid, ahol a periddus csak pozitiv lehet.)

A definiciobdl kovetkezik, hogy ha egy fliggvényp-re periodikus, akkor végtelen sok
periodusa van: 1-p; 2-p; stb. Ha 3 legkisebb pozitiv periodus, akkor az az alapperiédus.
Lattunk mar ilyen flggvényt: tortrészfiiggvény.

Menet (linedrisndl a meredekség a tdblazat mellé)

... f() fv. szigorian monoton n6, ha V x1,x2€Ds esetén ha x1<x2 =f(x1)<f(x2)
... f() fv. monoton csékken, ha V x1 x.eDfesetén ha xi<x2 =f(x1)=>f(x2)

Minimum, maximum hely és érték = (R: értékkészlet korlatai)
... Xo€ Draz f( ) fv. (abszolut) maximum helye, ha ¥xe Dy = f(x) <f(xo)
Ekkor xo az (abszolut) maximumhelyf(xo) az (abszolit) maximumeérték.

Helyi (lokalis) minimum/maximum:
... Xo€ Dy az f( Jfv."egy lokalis maximum helye, ha
Jks(x0) — Vxe DrM ks(xa) = f(x)<f(xo)

Korlatossag
... ffv. feltlrdl (alulrél) korlatos, ha 3 Ke R LV xe Dr esetén f(x)< (>)K
... T fv. korlatos, ha alulrdl is és felllrél is korlatos
(... ffv. korlatosgha 4 Ke R -V xe Dr esetén |f(x)|<K
Paritas
.f(") fw, paros, ha V xe Dresetén —xe Dy, és f(x)=f(—x)
pl.: f( ;)R> R; y=x?:
Nyilvan paros: 42=(—4)2. Vagy: y=5x°-4x> —-11.
Vegylk észre, a paros kitevérél kapta a tipus a nevét:
x*fv, v. az x® fv. is ilyen.
Vegylk észre: ez a tipusu fv. grafikonja tlkros az
ordinatara:
A P(x;f(x)) tikorképe az ordindtara: P(—x; f(—x))
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f)

g)

h)

j)

... f(') fv. pdratlan, ha V xe Ds esetén —xe Ds, és f(—x)=—f(—x)
pl.: f( ):R—R; y=x3

Nyilvan paratlan: 43=—(—4)3 . Vagy: x3-3x (jobbra)

Vegylk észre, a paratlan kitev6rél kapta a tipus a nevét:

x! fv, v. az x° fv. is ilyen.

Vegylk észre: ez a tipusu fv. tikros az origéra.

Injektivitas: ... () injektiv, ha V x1;x2 € Dt A f(x1)=f(x2) = x1 = xa.

Szlrjektivitas: ... f( ):A—B fv. szlrjektiv,
ha barmely beEB = 3Fa€A.f(a)=b (Vagyis minden képbeli
halmaznak van 6sképe)

Szimmetricitas: ... f( ) szimmetrikus,
ha V xe Df = f(x)e Ds és f(f(x))=x.

Mondj szimmetrikus geometriai trafét.
Adj meg néhany szimmetrikus fv-t!

Fixpont

Mi volt egy tengelyes tiikr6zésnél a fixpont?
Flggvénynél fixpont: adott egy f( ) fvd... xe Ds fixpont, ha f(x)=x.

Keressiik ki az y=x>-x—3 hozzarendelésfi fv. fixpontjat!
Vegyiik észre: a fixpont-keresésaegyenletmegoldas!

Grafikonarol'a tulajdonsagok

4‘)’

s




I/5) Eddig tanult figgvénytipusok
a) Linearis és konstans:

els6foku: a+0, f( ):R—R; x - ax+b

pl: f( ):R— R; y=3x-2

Dr)=R
ZH: x=2/3
y=3x-2
1-0;2/3 ;[ | ZH:[2/3] 12/3 ; ]
— 0 @
Injektiv Szig. mon. nd 2 m=3
R~=R

b) Az intervallumonként linearis v. linedrissa tehet6 fv-ek

Szignum
Egészrész

Tortrész: periodikus

Abszolutérték fv.: abs():R—R; y=sgn(x)-x

Példaul:

f(): R—>R; y=|3—x| — 2 |x+1]|

o=k ,

MIELOTT BARMIT TENNENK:

ATALAKITIUK A HOZZARENDEL
y =

ElGjel grafikon:

SZABALY

nem injektiv ] * ]
Ri= o -1l maxh |F13[] 3] B[ |
m=1 ‘m:- | inz o I

max é: 4 " : \

-12 L \
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II. Flggvénytranszformdaciok
11/1) A kilsé-belsé fv. gyakorlasa: “‘() 7 <
Adott a kdvetkezd négy fliggvény \
f(): y=x2 g(): g(x)=2x "
h():y=x-3  k():k(x)=|x] 7\
Rajzold fol géppel!
fogeh: R—R; y= © 7

fogeh=f(g(h()))

ird fol a hozzarendelési szabalyt (ahol van gép, ird bele a fv-eket)

gokehof k(h(g(f())))

11/2) Azinverz fliggvény

Egy f( ) fv. i 2 injektiv."(Mert akkor lehet minden értékkészletbeli elemhez
Spét!)

rtelmd fv. Ekkor azt mondjuk, hogy f az a fliggvény, amely
< f(b)=a

= f1():R—R; y=

_ 3-flggetlen valtozo +7
2

Masféleképp: fliggb valtozd
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Az inverz fuggvény képe altalaban.
inverz fiiggvény képe.ggb

Tukros az y=x tengelyre.

Ugyanis: C(x;f(x))e grafq ) © C'(f(x);x)e graf ., |

Nézziik meg az abrat: a két derékszogl A tiikros az y=x tengelyre.

9

All.:

\ /

El&szor az abszcisszdra, x*™(graff()) meréleges affinitassal transzformalédik, majd ez a kép
EY©)(graf()) traféval tolddik el.
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Pl.: g(): R=R; y=—1/3-x*+2

Elgszor: x 3 (graff()) merdleges affinitassal
transzformalddik.

Majd: E¥%2)( ) traféval tolddik el.

1

II/4) A fuggetlen valtozo traféi — argumentum-transzformacio
a belsé fliggvény linearis, a kiilsé az alap

trafo - kiilsé - belsé.ggb

a)

b)

c)

Addicid: f(x+c): az abszcissza mentén torténd eltolas.
pl.: x> = (x=2)3.
Ha eddig egy yo (=27) értéket az xo (=3) helyen vette fel,"akkor ezentul ugyanezt az yo

(=27) értéket az xo+2 (=5) helyen fogja felvenni — tehat ,2-vel jobbra rajzolédik meg az
eredeti iv”.

Vagyis az f(x+c) fv. grafikonjat az f{) fv. grafikonjabol E4=5( ) eltolassal kapom meg.
Multiplikacié: f(c-x): azabszcissza mentén, az ordinatara torténé merdéleges affinitas.
g(): R=>R; y= (x-2)3.

Ha eddig egy y6=8 értéket az xo = 2 helyen vette fel az x* fv, akkor ezentul ugyanezt az
yo=8 értéket'az xo/(=1/3) =—6 helyen fogja felvenni.

Vagyis ai f(c-x) fv. grafikohjat az f( ) fv. grafikonjabol y*=/¢( ) merdleges affinitassal kapom
meg:

Hogy trafézédik az alapfiiggvény (y=x?) grafikonja?

3 2 i
y——E(x+3) +2 | k

2
y :[—1—§j —1. Ez utébbinal ,trikk” kell!




d) A belsé figgvény egy ax+b alaku figgvény
**% A kett6 egyutt: f( ):R—R; y=frac(3x-2)
Konkrét értéken:

Ha eddig egy yo (=0,42) értéket az xo (1,42) helyen vette fel, akkor ezentul ugyanezt az yo
(=0,42) értéket hol veszi fel?

Mit kell bedobni a b( ): 3x-2 fv-be, hogy 1,42-6t kapjak?

b1(3,42)-6t: 1,14-et.

b1 (xo)= 22+ 2
373

Vagyis az f(b(x)) fv. grafikonjat az f fv. grafikonjabdl ag
fliggvény inverzével trafézom a képet az i

N
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lll. Az els6foku tortfliggvénye

111/1) Altaldanos alakj

ahol c #0 és b/a=d/c

]-==;0( (0] 10;==(

Menet:

Valdéjaban ezek utan lehet csak megrajzolni a képét, ha nem tudnank, hogy hiperbola.
R¢=

Nem korlatos; Nem periodikus.

Nem injektiv.

Paratlan
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Aszimptota A
GOrog szé: ,06ssze nem es@”

Egy végtelenbe nyulé gorbeiv aszimptotdja

olyan egyenes, amelyet a gorbe tetszéleges 3
pontossaggal megkdozelit.

Az aszimptotak: y=0 és az y=0

Mit is jelent ez:

x=0 egyenes aszimptota, vagyis azy
tengely.

Mivel az x=0 nincs az értelmezési
tartomanyban.

y=0 egyenes aszimptota, vagyis az x
tengely.

Mivel az y=0 érték nincs az
értékkészletben.

Erdekes mddon ezt az aldbb, egy kicsit bonyolultabb
megértjik.

Paros-e? f(x)=f(—x) ?
Paratlan-e? f(x)=—f(—x)?

Invertalhatd-e? Szimmetrikus-e?
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b) Trafdzzuk az alapfliggvényt

(2]

3
x—1

(4]

g():R=R; y=

Dg= ZH:

w

Trafé:

N

Alak:

Aszimptotak:

Nem korlatos, nem periodikus, nincs'paritasa

fl))R—>R; y= +1

3x—4
A trafd (klls6-belsé fv. segitségéve

S

w

De lehet egy ma

N

: tudjuk, hogy milyen értéket nem vesz fel: ;
a veeneeeeen-@t, VAgGyis a vizszintes
imptota:

Es tudjuk, hogy mi nem tartozik az értelmezési tartomanyba:
a XF............... Vagyis a fliggbleges aszimptota:

Persze azt is mondhattuk volna nemes egyszer(iséggel, hogy a két aszimptota is
trafdozdédott.

43



44

c)

Hogy talalom meg a két aszimptotat?

3(x+5) N 2 3x+17
x+5 x+5 x+5

2
y=3+—— Ezvaldjdbanaz: y= tortfliggvény
x+5
De most , kellemesen rendezve van”, mivel l[athatd, hogy az

III

x nem lehet =5, vagyis az x=—5-nél egy ,fligg6leges vonal” huzhaté a grafikonon,

2
azy pedig 3, mivel a TS barmilyen értéket folvehet, csak épp 0-t nem.
X

Vagyis az aszimptotak az Ertelmezési tartomany hianyat és az értékk t hianyat
mutatjak itt. (Van olyan fv., ahol nem, de a mi tortfliggvényeinknél igen!)

& o o o~

-4 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 6\ 5 4 -

Altalanos elséfoku tortfiiggveé

-1

Aszimptotak:

-2




d) Gyakorlas

3x+1 ‘Y
2x+1 4

h():R—R; y=

45



IV. A masodfoku fv. grafikonjanak, a parabolanak a trafoéi

46

IV/1) A parabola definicidja, jellemz6i
Adott egy v vezéregyenes és egy Fe v fékuszpont.
Ekkor a Parabola:={Pe S|d(P;F)=d(P;v)}
Elnevezések:
F: fokusz
v = vezéregyenes v. direktrix,
p=d(F;v) = a parabola paramétere

a v-re meréleges, fokuszon athaladd egyenes: tengely

tengely M parabola: tengelypont v. csicspont

vezérsugarak

IV/2) Az alapfliggvény és transzformacioi
a) Azalapfiiggvény sqr(): R—R; y=x?
A csucspont: C(0;0)

Alakja: felfelé nyilé parabola

b) Egyszer(ibb trafd

g(): R=>R; y=—3x?

-2

-1 0

-1

-2




2 ¥ A
f(): R=R; f(x)=—(§x+2j +3 3
2
Trafé:
1
c« ;)
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 er
Alak P

c) Madsodfoku polinomfliggvény csucsponti egyenl

x> 3x 5
[-1,5[-R; y=—+———
f):[-1;5( y 2572

At kell el&szor alakitani dbrazolhaté formara: a(x—u)?+v ala

x> 3x 5
_—_ =
4 2 4
Azért irjak a(x—u)+v alakr legyen
Ezt az alakot hivjak cstucsponti e enletként kezeljuk)
D=[-2;5[ Ay
Nem periodik 2

Alak: lefelé nyil6 parabolara illeszkedik (parabola iv)
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g():1-1;1] >R; y =3x7 _2X_§

Dg=]-1;1]
ZH:

Trafé:

Menet, stb.

inimumértéke -3 legyen?




V. A gyokfuggvények
V/1) Az inverz fuggvény (Id. Masodfok — E/I1/2.)
V/2) A négyzetgyok fliggvény és transzformacidja (abr. jell.)
a) Azalapfiiggvény
2
A négyzetgyok definicidja ,inverz” definicié: xe R, :\/;e R, (\/;) =X, vagyis a

definicid alapjan a négyzetgyok fliggvény a ,négyzetfliiggvény” inverze.

f( ): R*o—> x€ R*o; y=x2 inverze: £1()=g(): R*o—> R*o; y=+/x

Grafikonja az x* fv. jobb szardnak [y
tukorképe az y=x egyenesre.

qQ
J

Jellemzése:
Dg= R+0
ZH={0}

Q
o

~

[+2]

Menet: szig monoton né

Rg= R+0

(3]

E-N

Alakja: ,jobbra nyil6” parabola szar

vV
/
c( ;) i
injektiv )
e
2 4 5 6 7 8 9 10
b) Trafézott fliggvén | —TT

Transzformacio:

Alak
cl ;)
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c)

Egy becsapdsabb transzformacio

g():R—>R; y=-2v3—-x+1

Ez becsapds, mivel: \/3 * —\/;
Hiszen a bal oldal
értelmezési tartomanya: a nempozitivak,
értékkészlete: a nem negativ szamok.
A jobb oldal:
értelmezési tartomanya: a nem negativ szamok,
értékkészlete: a nempozitivak

Tehat nem szabad —1-et kiemelni.

23— x +1#grrrrrr#s—2x-3+1
—243—x +1#grrtrrrE 2x—3+1

Akkor el6szor nézzik meg a két ,,alapfliggy

Haa Vx fvazx=4 helyen veszi fel az

akkor a v—x fvazx=-

i

(22}

—f




Nézzik djraag():R—> R; y=—2v/3—x+1 fv-t

y =+/—x - tukrozédik az y tengelyre

\ ”
— / __ hd
e )
T~

11 10 9 8 -7 6 -5 4 -3 2 -10 1 2 3 .4;

y=\/—x+3=\/3—x - — 4
\_\

— vV—ax+3 3

11 -10 9 -8 -7 -6 12 3 4

Harommal jobbra tolddott, hiszen 0 helyett 3-at 0-at vegyen

fel figgvényértékként (vagyis a csucspont 3-mal jo

y=—2\/3—x 11 10 9 8 7 & B 'k'

- -

‘ =

Itt mar csak a Sos x-t re vett trafo jott.

el fentebb toljuk.

¥y
s
9 8 -7 6 5 4 3 2 -10f 1 2/3
-2 e
/
transzformacio: 3
~2vV—+3+1 | —
/ -
/
// -6
—_—

Természetesen érdemes megnézni csak a belsé fliggvényt, és annak inverzét:
y=—x+3 inverze: y=—x+3, vagyis: tikrozlink az y tengelyre, majd jobbra tolunk 3-mal...
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V/3) Egyéb hatvanyfiiggvények és inverzeik
a) Akob és a kobgyok
x3 és Ix
f(): R xeR; y=x3
inverze:
F1()=g(): R— R; y=3/x
A képe az eredeti tikorképe

az y=x tengelyre

o]

~

»

(4]

\.\_\-

S

w

N

-

Dg= R

ZH={0}
Menet: szig monoton né
Re= R

injektiv

paratlan

x* x° és az inverzeik: ugyanig

——




V/4) Gyakorlas

Abrazold és jellemezd (D, ZH, transzformacid, menet, R stb.):

fl):R>R; f(x)=—%\/—x+3+2

Ds:

ZH:
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Masodfok — F: Egyenletek - egyenl6tlenségek megoldasi mddszerei
Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasi mddszerei
I/1) Amire mindig figyellnk

Kikotések; az ekvivalencia figyelése; gyokvesztések, hamis gyokok, visszahelyettesités.

Egyenleteknél a legbiztosabb mindig visszahelyettesiteni: igy mindig kiszlirhetjik a hamis
gyokot, és valéjdban azzal lesz teljes az ,,ekvivalencia”

I/2) Gyakorlas

1—x  1+x 1-x°

3 1 2
4

x—1=+16-4x

as¥: soha!ll, inkdbb szorzatta-alakitas, mert kulénben gyokvesztés



1/3)

Ismeretlent tartalmazé tényezével nyakld nélkil nem osztunk: I. 1l.stb.: gy6kvesztés!

X(x+1)=3(x+1) X(x+1)=3(x+1) (Leosztassal torténé mo)

Mégis, mi az el6nye a leosztasnak?

»,Daraboljuk az egyenletet, mint a szalamit, egyre révidebb lesz.

et emelni, akkor még el6sz6r ronddbb

Es ha nem vessziikk észre, hogy (x+1)-et Ki
masodfokhoz is jutunk...

Egyismeretlenes egyenletek

a) Grafikus: 1.: dbrdzolas 2.:1 és 4.: biz.: tobb gyok nincs.

iz+2=2\/x+2—1 .
X_
L1
- BB
3 T
2//
™ 5
0  JREEE JRRAT IRREY INEET IREEE AREEE T
-1 |
b) Alaphalmaz figyelés
J3-x=+/x-5 2—X=~x-2

55



56

Ertékkészlet figyelés, értékkészlet 6sszehasonlitas
Kotelezd bravur (fejbdl!): a legegyszer(ibb szdmtani-mértani kozép 6sszefliggés
G<A. Két nemnegativ szam mértani kdzepe kisebb-egyenlé a szamtani kozepiiknél.

EgyenlGség csak akkor van, ha a két szam megegyezik!

+b
Két tagra: a;b>0=+/a-b SGT © < a=bBiz: ..

. 1 ot
Fontos kovetkezménye: a>0 = 0<a=a+—2>2; Egyenléség <
a

Biz.:

x'+—=2-
X

y-7)?=0 x—-1=1-x

(x+6y +(

((x—4)?+5)?=25—(x+3)?



d) Szorzatta-alakitds: szinte V polinom egyenletet erre vezetiink vissza: linearis tényez6k
szorzatara!
»2. vagy magasabb foku egyenleteket legtobbszor egy oldalra rendeziink és igyekszlink
Oket szorzatta alakitani”

2x3+6x=x%2+3

I/4) Egyenletrendszerek megoldasa
a) A4 féle modszer

Grafikus: Megsejteti a megoldast — nem erdltet;ji
egyenld egyltthatok: els6 és néha magasabb fo
Behelyettesitéses: magasabb foknal is jo

Gauss-féle eliminacio: alapvetéen 3 v. tébbismeretlen 6fokunal.

b) Egyenl6 egylitthatok
3x—2y=8
2x+y=10

c) Behelyettesitéses mé
3x—2y=8
2x+y=10

_ _2
10—6x—2y 12
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Egyenl6tlenségek megoldasi modszere
[1/1) Mit szabad, mit nem szabad tenni, és az ekvivalencia
@D 6 valds szammal nyugodtan
x + valds szammal lehet, de negativnal megfordul a relacidjel!

x + ismeretlent tartalmazo tényez6vel nagyon veszélyes — esetekre bontas kell!

reciprok: soha!

Visszahelyettesités helyett: allandoan figyelni és jelezni kell az ekvivalenciat!

[1/2) Linearis: hasonloképp, mint az egyenletet, de figyelni kell és ki kell tenni az ek

~I o 3>2-x

[1/3) A nem linearisoknal a legjobb mddszer

Altaldban 0-RA RENDEZNI! (,0-ra reduka
— Ha kell: el6jelgrafikon!

3.1 . .,
—>——4 (felszorozni haldlos b
X X

zorza&la kitani”




2x° —3x—-10
Csak az elGjelgrafikon el6készitéséig vigyuk végig: —— <2

X' —x—6

Amikor tényleg esetekre kell bontanunk:

|x—3|<1+3
2

[ll. A masodfoku fliggvény trafdi — és a grafikus
111/1) Abrazoljuk a masodfoku fliggvé
f():1-3;1] = R; f(x)=—1-x?

s
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g():[-1;2[ — R; g(x)= —2x?+4x+3

Itt el6szo6r a ,,csucsponti” egyenlet formadra kell hozni a kifejezés:

I11/2) Grafikus megoldas
Xi1=x"-3
2
Bo:

Jo.:

&

(4]

r4




IV. Segédlet a szorzattdalakitasokhoz — A Pascal hdromszog illetve az azonos kitevék
IV/1) Alapok
Pascal haromszog: teljes négyzet, teljes kob stb.

(2x=3)3=

(5x=2)*ben mennyi x3 egyitthatdja?

IV/2) Azonos kitevék

a"-b"=

g2kl p2ktl=

a2k_p2k=
IV/3) Gyakorlasuk:

X3+1=

x3-1=

x*-1=

2a°-64=

5x3+135= ;

x®—64= figyelem: ,In m

a*+4=
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Masodfok — G: Altaldnos megoldas és a masodfoku fliggvény

I. A megolddképlet és a fv. transzformacid el6készitése
I/1) A megolddképlet levezetése, vagyis a paraméteres masodfoku egyenlet megoldasa

az0.
3x%>-14x+8=0 ax’+bx+c=0
3 xz—ﬂx+§ =0 a{x2+2x+£}=0
3 3 a a
2
3{[)(_1)
3
D:=b*-4ac

I. D<0 = Mivel x+£
20

II. D=0 = Az egyenlet: a

2 2 2
. D>0 = g (X+£) _| [bZ=4ac
2a 4a°

20

{ b—~/b*>—4ac
al x+—4—mM——

A fluggvénytrafohoz egyszerlien csak felbontjuk a nagyzarodjelet:

( b jz b* —4ac ( b jz b> —4ac
al | x+— | ——— - alx+—| ———
2a 4q 2a 4q
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I/2) Példak — megolddképlettel és megolddképlet nélkil
x?—x—-2=0

El6sz6r mondd el, mennyi az a, b, ¢ és hangosan, hogy mennyi a D!
Megolddképlettel: Megoldoképlet nélkdl:

—
w
g
~—__

—
- N
~—_

A Diszkriminans >0 < két gyok van, vagyis a parabola bel

8x2—24x+18=0

El6sz6r mondd el, mennyi az g, b, ¢ és hangosan, ho
Megolddképlettel:

Megolddképlet nélkiil: e

Mit is jelent az, hogy a Diszkrimindns negativ? \

A lefelé nyil6é parabola még lefelé van eltolva — tehat nem metsz bele az x tengelybe.

(Nyilvan egy felfelé nyild parabola negativ diszkriminans esetén felfelé van eltolva.)
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I/3) Gyakorlopéldak a masodfoku egyenletekhez

(3-x)" -1
3

(3x+2)(x-3)+1=

3x3-8x24+2x =0

I/4) Hidnyos masodfoku egy
Ne megolddképletezzii

déképlettel:
3x2+15x=0

Miaz ,a”,a,b” ésa,c” a megoldoképletben: a= b

2 2 2x—4
2 = + 3
X —x+1 x+1 x +1

ax%+bx Mil
biztosan

\ 4

yébként is, anélkil egyszertbb!

Szorzattdalakitassal:
5x?>—9=0

és a ¢’ a megolddképletben: a= b= c=

Szorzattdalakitassal:
3x2+15x=0

1
(@]
1



II. A szorzattd alakithatosag és a gyoktényez@s alak — és szorzatta alakitas.

[I/1) Emlékezziink a megolddképlet |étrehozasara

3 gy6k < D>0. Ekkor: ax’+bx+c=0 < a| x—
2a 2a

—b+x/5j(x_—b—x/5jzo

Vagyis a két gyok segitségével két els6foku tényezore bonthatjuk a masodfoku kifejezést:
ax?+bx+c =0 & a(x—x1)(x—x2). Ez utébbi a ,gydéktényezds alak”
Gyakorlatilag szorzatta tudtuk alakitani a masodfoku kifejezést a gyokokkel:

gyokokkel tényezdkre bontas, gyoktényezds alak!

Ugyanakkor igy lehet gyokokbdl ,,gyoktényez6ként” egyenletet gyartani:
X1:=3; X2:=—1/2 = (x )(x )=0 v. 2(x Jx )=0 & (x ) )=0
Természetesen az ,a” konstans szorzd erejéig 2 gyokbol lehet masedfoku egyenletet
gyartani: a(x—x1)(x—x2)= ax®+a(—x1—x2)x+axixa
Nézzink ilyen , gyoktényezds” felirdsokat:
3(x=2)(x+2/3)=0

A két gyok rogton [athatd: xi1=  xo=

Ha pedig felbontjuk a zardjelet: 3x3>=4x—4=0 — és a bal oldal szorzattd alakitdsat latjuk:

(x ) )=0

5(x=2/3)(x+1)=0
A két gyok rogton lathatorxa=  ; xo=

A gyokok segitségével gyartottunk'tényezbket.” —eleve a szorzatta alakitott bal oldalt tettiik
egyenlévé 04val, igy ,konnyl” megoldani az egyenletet...

Vagyis igy adunk meg mdsodfoku egyenletet akkor, ha a gyokeit mondjuk meg el&szor:

Pl.-a két gyok legyen =3/2 és 2/5

o ) = |0

Hogy szép legyen, meg kell szorozni -tel:

DT
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[1/2) Gyakorlati alkalmazas

a) Irjuk fel a K=6x?—x—1 kifejezést gydktényez&s alakban a megolddképlet segitségével!

Vigyazat: ezek egy olyan egyenlet gyokeit keresték, ahol a f6egyttthaté=1

Vagyis ezek az (X J(X j=0 egyenlet

megoldasai. —
De még ez nem ugyanaz, mint az eredeti: mert a
megoldoképlet ,kiemel bel6le” 6-ot.
Fliggvényként masképp is viselkedik — csak a
zérushelyek ugyanazok, de az eredeti 6-tal van 11 |- 1
szorozva... 6 6
Vagyis az egyenlet:
elegansabban: ( )N
Ez mar egyben szorzatta
ird fol a kovet
olyan egyenlet gyokeit keresték, ahol a féegyltthaté=1
Vagyis: K=
b) Egyenlet gyokokbdl
2
Adj meg olyan egész egyltthatds, masodfoku egyenletet, mely gyokei az x; =§;X2 =§



c) Algebrai tortek egyszer(sitése
6a’ +25a+14
8a>+18a-35

Egyszer(Usitsuk:

d) Alakitsd szorzattd: 2x>+xy—6y?

Mo.: Az y-t paraméterként kezeljiik. Ekkor a megoldd tbe ,bera

* Oldd meg az egész szamok hal 4n a kdvetkez6 egyenletet: 2x*+xy—6y>=36

3
gyolyan masodfoku f( ) fv-t, melynek a két zérushelye -5 és E , és f(—3)=1
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Ill. Flggvényvizsgdlat: a fliggvény allasa + szélséérték
[11/1) Adjuk meg az alabbi fliggvény szélsGértékhelyét és azon a helye a szélsGértékét!
h(): R=R; h(x)=—2x2+3x-2
Dh= Y =

Atalakitas a transzformaciohoz:

Transzformacio:

ZH:

Menet:
Rnh=

I11/2) Masodfoku fliggvény szélsGértéke - altalak

NEM KELL CSAK A b) PONTBAN TALALHA

a) Paraméteresen
f(x)= ax®*+bx+c = f(X) =

=széls6értékh

b) Allitas: Ha létezik gyok, akkor a két gyok szamtani kdzepe a szélsGértékhely.

_b+yD | [ _b=D
X1+X2 _ 2a 2a _

b
= =—— Ez pedig az elébb latva: jo.
2 2 2a pecis J

Biz:

68



Nyilvdn a parabola csucspontja a két gyok kozott van (ez a mondat nem bizonyitas)...

VESZELY, VESZELY, VESZELY: SzélsGérték keresésnél jobb a fv. elemzés!
Ha nincs gyok, szélsGérték akkor is van.
Nem ildomos nemlétezd gyokokbdl megtalalni a szélsGértéket.

f(): R—=R; h(x)=—5x?+21x-23

Ennek maximuma van.

—21—21> —4(=5)(-23) .\ —2144/212 —4(=5)(-23)
2.(=5) 2-(=5)
2

Keressik meg:

=21

Igendm, de a négyzetgyok alatt negativ szam 4ll...

2 2
21 2 21\ 441 4 21) 1
—5x 4 21x-23= 5. X - x4 2 | =5 | [ - 20| SEARL AR ]S 2] D
5 5 10) 100 ,100

Raaddsul a behelyettesitéssel (szélsGérték!) sok elszdmolas lehetséges!!!

l1I/3) Az ax*+bx+c — kifejezésnek maximuma V. minimuma‘vama féegyitthato el8jele szerint
,a” >0 = felfele nyilé parabola;minimum

,0" < 0= lefele nyilé parabola, maximum.

A féegyutthato elGjelesés a diszkriminans eldjele szerinti 6 allas

0<o O=0 0<0

Xywky
< . - _— -
a<0 ?‘4 10 X\ X ; ; 0 x Q X
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[11/4) SzélsGérték keresés: csakis transzformacioval

f(): [-1,5]—R; f(x)= %XZ —3X+§ A)’

—2—101.'2|345&
NN\

h(): [0;2]—=R; h(x)=—3x*+5x—4

[11/5) SzélsGérték feladatok
CEL: A KERESETT ERTEKET FUGGVENYERTEKKENT KIFEJEZNI.

EGYs;OKOSAN KIVALASZTOTT VALTOZO” FV-BEN KIFEJEZEM A KERESETT ERTEKET, AMINEK
A MINIMUMAT V. MAXIMUMAT KERESEM.

A KERESETT ERTEKET NEHA TOBB VALTOZO FEJEZI KI. EKKOR — HA LEHET — ELOSZOR EGY
KIVALASZTOTT VALTOZOVAL KIFEJEZEM A TOBBIT, S VEGUL EZEKET FELHASZNALVA FEJEZEM
KI AZT AZERTEKET, AMINEK A SZELSOERTEKET KERESEM.

A FELRAJZOLANDO FUGGVENY ABSZCISSZAJA AZ ,OKOSAN KIVALASZTOTT VALTOZO”, AZ
ORDINATAJA PEDIG AZ AZ ERTEK, MELYNEK A SZELSOERTEKET KERESEM.

Az életben dltaldban a szélséérték-keresés fontosabb, mint pl. a zérushely. Nem az a lényeg,
hogy semmit se fogyasszon az autonk — mert akkor nem liliink bele — hanem az, hogy
mennyivel menjiink, hogy a legkevesebbet fogyassza.



a) Széls6érték — alappélda
Alagutak: hogy érdemes két alagutat furni, hogy a legkevesebb térfogat anyagot kelljen
megforgatni ugy, hogy a szélesség 20 m legyen.
Mo.:

Egy valtozd fluggvényében akarjuk kifejezni a tobbit (itt r1 fv-ben rp-t), majd igy egy
valtozéval felirni a tertletet adé fv-t.

A valtozom:

Ennek flggvényében kifejezem a masikat:

Felirjuk a terilet fv-t:

Ennek a fv-nek keressuk a széls6értékét.

Fogalmazd meg ugya
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b) Sajat: Egy AB szakaszon (10 cm) mozog egy M pont. Az dbra szerint két félszabdlyos
haromszoget rajzolok. Mekkora a CD szakasz minimuma?

\ 4

c) 36 pontot hogy kell ugy két grafba ha a két graf teljes, akkor az élek

szdma a minimalis legyen?

Mo.: ElGsz6r azt nézem
szétosztani... Utdna ma
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d) Malacka vasarolt 100 m keritést, és egy 4 m széles kaput. Téglalap alaku kertet akar

e) Egy 10 egység hosszu szakaszra felmére

korulkeriteni vele, a legnagyobbat. Mitévé legyen?

Mo.: ElBszor is: abra. Vi

2oy négyzetet, és Ié egy téglalapot ugy,
e| hossza mint a szakaszra illeszked®d.

hogy a szakaszra nem illeszkedd old:z
Mikor lesz a két terilet 6sszege mir

Mo.:
Abra:

Egy valtozo fluggvény
tobbit (itt x fv-b
felirni a teriletet

10

X a valtozo.

-nek keressik a széls6értékét.

nnek
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Masodfok — H: Egyenletek — egyenletrendszerek - egyenl6tlenségek

Masodfokra fokra visszavezethet8 egyenletek - 1.
I/1) Magasabb foku polinom-egyenletek

1/2)

4x* = 37x2+ 9=0 27(x=5)8 — 215(5-x)® - 8=0

Altaldnositas: ax?"+bx"+c=0 ahol a=0
y:=x"

Ekkor az egyenlet: ay?+by+c=0

Egyenletek algebrai tor

x+1 8x+5
= +

5 = 2
2x°—x 6x—3



X —x+16 36+x _ x+6
X +x+1 x*-1  1-x

I/3) Irraciondlis egyenletek — vigyazat a hamis
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Sx+3 _2x+1 JI—x+/2x+6 =7x+1
2.\/;_1 3

I/4) Fontos Gtletek: Uj ismeretlenek bevezetése, teljes négyzet és

2x* —9x+420 =2x>—9x+8 24+4x—10)(x%+2x—

\ 4



I/5) Szimmetrikus egyenletek
x*+2x3-13x%+2x+1=0

Az alapotlet

4x*—8x3-5x2+8x+4=0

I/6) Egyéb otletek

X+20x—-1+
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Csak az otletet vizsgaljuk!

(x*=4x)%*+2x2-9=8x-1

—————2x"—6x—-1=0
X +3x-3

Masodfoku egyenletrendszerek 1. —altalaban b
[1/1) Bevezeté
x+2y+4=0
Xy+x=—4 }

78
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11/2) Az allatorvosilé

x*+y>=5
Xy =2

1. Mo.: Behelyettesités 2. Mo.: A masodik egyenletet
négyzetre emelem:

3. mo.: Nagyon fontos otlet:

Vegylk észre, a konstanson kiviil minden ta os foku!
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11/3) Otletelni kell...
x>—y>-10x+10y=0
Xy—6x+3y=18

1. Mo.: Vegylik észre, hogy mindkét egyenlet O rendezés utan szorzatta alakithato:

2. Mo.: Ha nem vesszik észre a 2. egyenlet szorzatta alakithatdsagat:

lll. Masodfoku egyenl6tlensége

D=0 D=0 D=0
2 egysz. gybk teljes négyzet  nincs gydk

¥k e ¥

/.

LY
a>0 | sa /% o rex, X 0

»josolju

B
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111/2) Alappéldak

x2>4 .

Q=(0,0)

De érdemes vizsgalni a masodfoku fv. grafikonjat is:

4x*-4x-11<0

Fogalmazzuk meg el6re, hogy mit varunk:

re, hogy mit varunk!

by

w

N

-

-~
.
.

el, hogy érdemes lenne megszorozni —1-gy




I11/3) Gyakorlas

—8x%+8 \/5 x—62>0. Most véletlenil felejtsik el, hogy érdemes lenne megszorozni —1-gyel...

Fogalmazzuk meg el6re, hogy mit varunk:

Y

—4x%>—4<6x

Mo.: Rendezziink balra, és osszunk —2-vel:

—4x*—4<6x & 2x%+3x+2 >0

Fogalmazzuk meg el6re, hogy mit varunk;




111/4) Egyenl6tlenségek algebrai tortekbdl: CEL: SZORZATTAALAKITAS!

a) A megoldas menete:

b)

Gyakorlasuk
3x—7

—x>+2x-2
Mo.: Véletlenil elfelejtiink —1-gyel szor

Egy oldalra rendezni, és egy tortet gyartani bel6le (szorzattd alakitas)

Mivel egy ,szorzatrdél van sz6” (szamldld és nevezd) ezért mar nem kell tovabb
alakitani (Isd. kovetkezdk!)

Kiszamolom a szdmlalé és a nevezé gydkeit (JO, HA NEM LETEZNEK LASD KESOBB)
Felrajzolom az elGjelfiggvényt (ha kell, elGtte a két masodfokut!) DE FIGYELEK, HOGY
A NEGYZETGYOKOS KIFEJEZESEK, EGYALTALAN A GYOKOK HOGYAN HELYEZKEDNEK
EL EGYMASHOZ KEPEST: MELYIK A NAGYOBB, MELYIK A KISEBB!

FIGYELEM: AZ ELOJELFUGGVENY ,,GYORSITHATO" HA FIGYELED A PARA
ALLASAT ES TUDOD, HOGY MILYEN ELOJELU LESZ A KET GYO OTTE
KivOL!

Az elGjelfliiggvény leolvasdsa utan: intervallumok unidj

22

\ 4
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Sajnos a D nem teljes négyzet:
X +3x-7

> >-2
—X"+x+6

Add meg a kovetkezd kifej




Masodfok — I: Paraméterek — Viete formulak — Paraméteres
egyenlbtlenség, szélsbérték

Paraméter 1.

FIGYELEM: PARAMETERES EGYENLETEKNEL FO CEL: A PARAMETER FUGGVENYEBEN — AMELY
PARAMETER BE KELL HOGY FUSSA A VALOS SZAMOK HALMAZAT — KIFEJEZEM A GYOKOKET:
JELEZVE SZAMUKAT ES ERTEKUKET!

I/1) Alap: a gyokok szamat (is) firtatdé paraméteres egyenletek

Mennyi a p, hogy 0; 1; 2 kilénb6z6 valds gydk legyen, illetve oldjuk me paraméter

fliggvényében az egyenleteket!

a) Oldd meg a paraméteres egyenletet, illetve p fliggvényében milyen gyok nak?
(Nincs, Egy kétszeres, Két egyszeres.)

2
M =p p=paraméter

Cél: p fuggvényében kifejezem a Diszkriminanst,
fuggvényében allapitom meg, hogy mikor hany kilonb
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b) Oldd meg a paraméteres egyenletet, illetve p fliggvényében milyen gyokok vannak?
(Nincs, Egy kétszeres, Két egyszeres.)

2px*+p*x+p*—p=0 p=param
Vegyuk észre, ez nem mindig 2. foku:




c) Oldd meg a paraméteres egyenletet, illetve p fliggvényében milyen gydkok vannak?
(Nincs, Egy kétszeres, Két egyszeres.)

2(p—1)x>=2px +3p=3(p-1)x p=param. VIGYAZAT!
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e) Allatorvosi 16: vizsgaljuk a kovetkez& paraméteres egyenletet a megoldhatdsag és a
megoldasok szempontjabol:

pX2+px+p=x>+3x+1 p=param

-

<
.

suejssnscusensfasusansancfrensnnse
Stread ! |
i SR i

@

1
L]

.-..-.:._..-.:._.._Q.';'-$.'.'.:.:._..-._........................




I/2) Kifejezés értékkészlet-vizsgalata paraméter segitségével:

Hatdrozzuk meg az

x+1 . . i
1 kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét, ha xeR.

»EgY K kifejezés értékkészlete mindazon p valés szamok halmaza,
amelyekre a K kifejezés = p egyenletnek 3 megoldasa.”

Vagyis:

x+1

X+

X+ x—
K=o 2=

2

1 =p egyenletet vizsgdljuk, hogy mely p-re van megoldas.

1 . o
> (Ezt lehet fuggvényként is!...)
X +x+1

Viete-formulak és DISZKRIMINANS +Masadfok - paraméter 2.

A VIETE-FORMULAK HASZNALATADISZKRIMINANS! VIZSGALATTAL KEZDODIK.

A VIETE-FORMULATSEJTETO FELADATOKNAL SOK ESETBEN EGYENLETRENDSZERT iRUNK
DISZKRIMINANS!
11/1) Kétféle levezetés

a)

ha D20, vagyis 3 mo (ésa 0) =

b c
ax?+bx+c=0 & a-(x2 +—x+—|=0&
a a

& 0(x—x1)(x=x2)=0 & a(x*+(—(x1+x2)X+x1-X2)=0

b c
—>Ha a D20 akkor a két gyok osszege: xi+x=—— és szorzatuk: xi-X=—
a a

Lathato a szoros koze a gyoktényez6khoz!

A Viete-formuldk egy polinom gyokei és egyiitthatéi kozotti osszefiiggéseket
hatarozzak meg. (Jelen esetben masodfokra nézziik.)
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b) ha D=0, vagyis 3 mo (és a=0) =

S50

! 2a 2a

4q° a

X X =(_b“/5](_b+\/5]=bz‘(bz“‘ac) c

2a 2a

c¢) Konkrétan példan

3(x=2)(x+5)=0 < 3x?+9x—30=0

9
Tehat a két gyok Osszege: —g =3

a két gyok szorzata: —=-10

d) 2 veszeLy 2 veszeLy £ veszeLy 2 veszeLy 2

ird fel a kdvetkezs egyenlet gydkeinek 6sszegét és szorzata
a gyokot!: 3x’—6x+4=0

s|kil, hogy kiszamolnad

e) Add mega yvenlet gyokeinek 6sszegét, illetve szorzatat!

11/2) Gya
a) Mikor van két kilonbo6z6 el6jelli gyoke egy masodfoku egyenletnek?

Mo.: ax2+bx+c=0



b) Irjfol olyan masodfoku egyenletet, amelynek gydkei x1=—3/2 x,=4

GyoktényezGsen szorzatként:

Viéte — polinom formdaban (érdemes: a:=1)

11/3) Egy egyenlet gyokei kozti kapcsolatok
a) Osszefliggés a két gyok kozott

D

Adott a 3x>-8x+c= 0 c=param. egyenlet. Kell c_, x1=3x2 =

1. Mo.: Viete formuldk: Cél: egyenletrendszer. 0

ott gyik gyok

2 —5p+6 = 0, x1=1 Mennyi a paraméter? (kétféleképp is lehet)
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c) Osszefliggés a két gyok kdzott

2x>=11x+m=0 m=param. és 2x1—x»=2 Kell m.

d) Gyokok el6jele

Adott a 4cx’>—8cx+c?=0 egyenlet. Mennyi legyen a ¢, hogy a Ulonboz6 elGjell gyok

legyen; b) két egyenl6 gyok legyen?

3x?-18x+33=0 Szamoljuk ki x12+x,? 8sszeget!

t—1)x> =—4t-3 Mennyi a t, ha a gyokok négyzetdsszege = 14



f) Egyéb kifejezések gyokokbdl
Adott a 2x>-4x—20=0 egyenlet. A két gydk xi1 és xa.

Szamold ki:

X, X

_1+—2:? Xf-l—x::?
X, X

2 1

2x?-3x=5= 0 Mennyi X, +X?

g) Két egyenlet gyokei kozti 6sszefligg
5-6som  lesz:  85/11:
x2+px+q=0 és az x*—p’x
gyokei eggyel nagyo

vald6 szamok, hogy az
, mégpedig az utébbi egyenlet
Szamitsuk ki p és g értékét!
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Ill. Egyenl6tlenség 2: Egyenltlenség és szélsGérték paraméterrel
11I/1) Ertelmezési tartomdny keresés
1

N6a*+a-2

Az a mely értékeinél van értelme az aldbbi kifejezésnek?

[11/2) Paraméteres 2. foku egyenlGtlenség V xe R-re igaz
Mennyi a k paraméter értéke, hogy a kovetkez6 egyenlStlensé

x>=2kx+k(2k+1)>2  k=param.

Mennyi a k paramé ovetkez6 egyenlGtlenség V xe R-re igaz legyen.
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I11/3) Gyokok egyéb fliggése a paramétertdl:
a) Szdmuk: Diszkrimindnsra egyenl6tlenség!

Adott a (p+1)x’>—(3p+1)x+3p—1 =0 p=param egyenlet. A p-t6l fligg6en hany és milyen
gyokok vannak?

b) Gyokok négyzetosszegének stb. szé

Adott a kovetkez6 paraméteres eg
A K=2x1x2—( X1+x2) a p paraméter me
a szélsGértékek?
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Adott a kév. param. egyenlet.: x?+px+x=(3/2)p+3
Mely p-re veszi fol két gyok négyzetdsszegének a minimumat és az mennyi.

T

\ 15
\ x2 + | x2

T 10
|
! .\/
T 9
\ /
! 5
T 8
\
|
7
\
\

Adott a kovetkez6 paraméteres

Mely p-re veszi fol a két gyok

=y




[11/4) Paraméter fuggése gyokok helyzetétdl
Hatdrozzuk meg az x?+bx+4=0 egyenletben Ugy a b paramétert, hogy:

a) Mindkét gyok 1-nél kisebb legyen

b) Az egyik gyok 3-nal nagyobb, a masik 3-ndl kisebb legyen 0

\ 4

c) Minkét gyok a ]1;3[ nyilt intervallu
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Masodfok — J: Egyenletrendszerek, szovegesek, egyéb feladatok

Egyenletrendszerek 2.
I/1) Valamelyik egyenletben V tag masodfoku:

6x° +xy—2y> =0 }

a
) 2X° =y’ +2x+3y =6

b) x*-3xy+y*=—1
3x’>—xy+3y*=13




I/2) Egyéb otletek
a) Téglatest oldallapjai: T1=72; T,=96; T3=108 V=? és a,b,c="?

b) x3+y3=35

\ 4

X+y+ix+y—-2=14

c) Xzyz

—xy =10
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5 N 10
Jx+3 \/y—l
8 10

+ =6
Jx+3 \/y—l

=5,25
d)

II. Masodfoku szovegesek + masodfok a szamelméletben, kombinatorikaban, geomet
[1/1) Egy ismeretlenes egyenlet

a) Szdmrendszer
1520x:124=123

b) Keveréses feladat
Két db. 12-12 literes edé
alkoholbdl valamennyit
keverékbdl teletoltji
masodikba. Ekkor
az els6 edénybd
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c) Graf
Egy osztdly reggel taldlkozik, és mindenki mindenkivel kezet fog. Egy kétszer akkora
létszdmU osztdly is talalkozik, és ott a kézfogdsok szdma 782-vel tobb lett. Hdnyan

vannak?

[1/2) Kétv.tobb ismeretlenesek: 2. foku egyenletrendszer

a) Egylttes munkavégzés
Két ember egylitt dolgozva 24 nap
felvaltva, egymas utan dolgoztak,
tartott a munka. Kulén-kilon az
munkaval?

munk st végezték el. igy 50 napig

ggzene el eiy munkat, azonban egymast
hany nap alatt készilt volna el a

4 szam els6 jegyének duplaja a masodik, a harmadik a masodiknal 2-vel
. A szam és a szamjegyek 0sszegének szorzata 8748. Mi ez a szam?
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[1/3) Utazas
Az egymdstdl 200 km tavolsagra levd A és B varosbodl egyszerre indul egymdssal szembe egy-
egy vonat. Az a vonat, amely A-bdl indult, a taldlkozasuk utdn 3 éraval ér B-be, a masik pedig
a talalkozas utdn 1 6ra 20 perccel ér A-ba- Mekkora a vonatok sebessége?

II/4) Geometriai

a) Terllet
Egy négyzet alaku k egtoldjuk és Uj négyzet alaku
kertet kerittink kor, ] i . Mekkora volt az oldala?
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b) Az aranymetszés haromszoge
Egy 36°, 36°, 72° - os egyenl8szaru haromszog szara 5 cm-rel nagyobb az alapnal.
Mekkorak az oldalai?

C

c) Atlok szdma
Ha egy sokszog csucsainak szamat megfelezném, akkor 31
Hany csucsa van a sokszégnek?

kevesebb atldja lenne.

\ 4
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d) Derékszogl haromszog
Egy derékszogli hdromszog egyik befogdjandl 3 egységgel, a mdsiknal 10 egységgel
kisebb a beirt kor sugara. Mekkorak az oldalak?

e) Korok kozos érintdje
Két kor kozéppontjdnak a tdvolsaga 12 egys
kisebbének. Ha nem a dupldja, hanem a ha
érintészakasz 1 egységgel rovidebb lenne. Mekkordk a

ldja a
akkor a kozos

f) Kombinatorika
Egy l6versenyr jelentkeznek, akkor az els6 harom helyezett 630-cal

tobbféleképp, jo i eredetileg. Hany |6 indult eredetileg?

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
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