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Masodfok — A-B: Ismétlés - Meréleges affinitas; Algebra

[) Merdleges affinitas

I.1) Mely tulajdonsagaiban kilonbozik a meréleges aff. a tengelyes tikrozést6l?

I.2) Meréleges affinitds — szerkesztés

Szerkeszd meg a haromszog A=—1/2
aranyu meré6leges affin képét az
egyenesre!

I.3) Meréleges affinitds — szerkesztés

Egy egyenl8szaru haromszog alapja 5
cm, az ahhoz tartozé magassaga 10
cm. Milyen ardnyd merdélegesen affin
képét kell venni az alap egyenesére,
hogy egyenl6oldali hdromszoggé
valjon? ¢

II) Az egész kitev6jl hatvanyok ismétlése

II.L1) Pozitiv egész kitevGjl hatvanyok
I1.2) Az egészkitev6jl hatvanyok

irasban szamold ki tizedestort alakban: 71



[1.3) Tételek: negativ kitevére is miikddnek
[1.4) Gyakorlas

ird fel a kifejezéseket ,kanonikus alakban”, vagyis ne legyen se zardjel, se tort, és csak prim
alapok legyenek!

5
3
(]-

(12°)7(32*-14%-207) )

120°-(81-1257)"

21.2%.23.24.25.26.27:28.2%=

[ll) Algebrai kifejezések — zardjelfe ) 3 alakita

(17x+14)(17x-14)=
(13x3-11)(13x3+11x)

(4-2x)(3x+5)=
(17%2-11x)(17x%+11x)=
(4a3+5b%)3 =

(7/(3+2m2)3 =
(a+b)(a’—ab+b?)=

(x=y) (C+xy+y?)=

10



(x+3)(x*-3x+9)=
(2x-5)(4x*+10x+25)=

[11.2) Alakitsd szorzatta
x3-20x%+100x=

60x2—75x—12x3=
125x3-64y°=

6xy2+8x3+12x%y+y3=

27x3-8 =
81x+250x*=
Xe—x*+x3—x=
16x3—-48x2+36x=
3x?>—6x—189=
XCHx2+x+1=
6X2—x—2=
X°+32=

X2+ 2kl
a*+2a*-a’-2a=

2x’-128x=

IV) Algebrai tortek
, ott sz6ban mondd meg az értelmezési tartomanyt

5x°—5y*
10x* +10y°

IV.1) EgyszerUsitstiink —

6x>—19x* +39x—36 _

2x—3

11
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x*+9-3x _ Xty _
x®+27 X =x—y’—y

IV.2) Hozz k6z0s nevezbre, majd ha lehet, alakits szorzattd és egyszer(sits
1 1 4
+ + ==
X+2 x—-2 4-x

2 B x—1 _
4x+4 3x°+6x+3

2x+4 +x+3_ 3x+1 _
X +4x+4 x*—4 x*—4x+4

\ 4

értékeinél!

IV.3) Végezziik el a kovetkezé m(iveleteket a valtozok lehet

2

X’ =y Ax—4y
15x> +30xy +15y* 3x+3y

5x—6—x> 2x*+6x

X +7x+12 X —Ax+4




IV.4) EgyszerUsits —illetve végezd el

a’—ab 24° .(1_b—1_£j_
a’b+b® b*—ab*+a’b-a® a d

3 2a ). 60’ +10a _
1-3a 3a+1) 1-6a+9d°

a’+2ab
2 _bZ

( a’+2ab+
a+b+

13
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14

Masodfok — C: Négyzetgyok

A négyzetgyok fogalma és a négyzetgydkvonds azonossagai

1.1) Definicié

Szerkessz +/13 cm hosszU szakaszt — Pitagorasz tétel segitségével. Mérd le, hany mm!

[.2) Gyakorlasa

a) Hozd egyszer(ibb alakra — hatarozd meg az ET-t!

V1024 = 7° = J(-23)" =
(~af - Nrl
J(2x=5)" =

b) A gyokvonds kivezet a racionalis sza

ird le négy tizedesjeggyel
is 6ket!

5—-2x
3x+2

e) Vigyazat: a négyzetgydk argumentuma is, értéke is nemnegativ szam!

Jx6 = J18x* —24x+8 =




I.3) Azonossagok — Szorzas — Hozd egyszer(bb alakra

V18 /2= J25 2 =
/800 = J50 432 =

I.4) Azonossagok — Osztas - Hozd egyszer(ibb alakra

J18 J3* J7 500

V2 Nl N2 NG

I.5) Azonossagok — Hatvanyozdas — Végezd el a mliveletet
(Vis)' = (Vi) vai=
(V3 - 27

2(B7)=

1.6) A gyokvonas kivezet a racionalis szamok testébdl

Mutasd meg, hogy rac-irrac = irrac

* Mutasd meg, hogy J2 ++/3 irracion

v. hamis

szege mindig rac
0sszege mindig irrac
ac szorzata mindig rac
két rac szorzata lehet egész
két irrac szorzata mindig irrac
van két olyan irrac melyek szorzata egész
rac + irrac = mindig irrac
van olyan rac melynek reciproka irrac
van olyan irrac, melynek tizedes tort alakjdban egy jegytdl kezdve csak 0-ak allnak.

15



Adott egy egység oldall, szabalyos hatszog 6 csucsa. Csak egyenes, egyél(i vonalzd
haszndlataval szerkessz hosszu szakaszt!

II) Midveletek gyokos kifejezésekkel

[1.1) Kiemelés - emelj ki, amit lehet:

V363 =

[1.2) Vidd be a gydkjel ala (amit szabad)

3V11 =

\J125x% —25x% =

II.3) Vonj dssze

4/8 +318 -

(-2 242 445
(52254243
(4—J7)2= (2\/3—3)2 =

16



(V5-v11) =
e -
V237 23447 =
V9417 +49-417 )

|

(V22 =

(\/ 5+\/_\/x/_\/_)
|

Va5 -2) -

2
(\/a+1—\/a—1) =
11.6) Négyzetgyokos kifejezések osztdsa

3v45
J5
I1.7) Alakitsd szorzatta, ha kell, egyszer(sits

V8 -6 +/10 =
Sy +xy? =

x—3vx -10

(VT2 348 -

17



[lI) A nevezé gyoktelenitése: az egyik legfontosabb muivelet a gyokds kifejezéseknél

18

[11.1) Gyoktelenitsik a tort nevezg6jét - egytagl nevezd

2J6 _ 3+4/15
N N

6

2+a

=

3



1 1 1

1
* + + +ot =
2W1+12 324243 434342 2026+/2025 +2025+/2026

* \/1+2024-\/1+2025-\/1+2026-\/1+2027-20290

IV) Mdveletek négyzetgyokds kifejezésekkel

IV.1) Gyokos kifejezések 6sszegének négyze

(3\/5—2)2 =

IV.2) Ismerd fol a teljes né

V114642 =

J9—45 +4/9+ 445 =

% 32242 +4/5-2/6 +7=2412 +/9—-24/20 ++/11-24/30 =

19
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IV.3) Hozd a legegyszer(ibb alakra

Ahol szam van, és nem megy: szdmoldgéppel kiszamolod, és négyzetre-emeléssel
bizonyitod

V9-44/5 —\/9+44/5 =

* \/a+x/E—\/a—\/E—x/5\/a—\/az—— =

3\/§+\/E=
V74345

Mutasd meg, hogy:

* Hany olyan van, amelyre a valds szamok halmazan értelmezett aldbbi

endelési fu. éftéke egész szam: f(x)=~/x? +100 —/x* +1



IV.4) Reciprok kifejezések

() (2 (o) |7

6+83
5-343

IV.5) Egyéb négyzetgyokos példak.

Melyik a nagyobb: V15447 v. 17 ++/5

Melyik pozitiv egész n értékre igaz:

Vonj 6ssze, egysz

b)(_Na_ . b 2Jab
+b \Na+yb Ja—b a-b

]z

21
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(IZI p ;ﬂf pfrqqu Tpas

* Mutasd meg, hogyha egy haromszog oldalaira igaz:

\/C a \/ ( j(c bjzl,akkorazderékszbgﬁl
c+b c+ c+b

Hasonlitsd 6ssze: 3 5\/5 O 4\/§+\/E;

ogyhaO<k<a’?=
14+va?—24va* +2 +Ja? —3+a* +3 +...+Ja? —k +~Ja* +k < 2ka




1)

Masodfok - D:

Definiciok, példak, azonossagok
I.1) Bevezetés

’= /125 =
Alakitsd szorzatta: a’—1=

~

é/2_4: 3 a3 =
I.2) Definiciék — gyakorlas
Y-729 = 4/81 =

~10)” = | ¥—10% =
o = 3 =
—x)’ =
¢/ | §f-x
I.3) Vegylk észre: ugy keressiik a gyokot: ,le

3/-0,00001 =

Ul
—~
~—

w
—_
I
N
~—
[$)
Il
w
—_~

1.4)

,egyszer(sithetd”

az n-edik gyok

(-3)°=
x0—64=

{’/x_

6 _
12[(_10)24 _
1{/—x!

8
_X)“

¢

23



10[(_3)10 — 10,25 _

10/ ., 30 10/ .,20
X = =

Kilonb6z6 gydkok szorzasa

§/2_5‘4/2_5= W7 43 =

Vidd be a szorzétényez6t a gyokjel ala

3.8/3 =

II) Az n-ik gyok fogalmanak gyakorlasa

[1.1) Milyen a-raigaz?

[1.2) Emelj ki, amit lehet

357 . x4 = 5/ =

k 23k — n/32n+4 —
n[2n+3anc3n+2 =

Vidd be a gyokjel ala a szorzétényez6t

343 =

a*3fa =

Melyik a nagyobb:

ny m
[11.1) Végezd e Gveletet, hozd a legegyszer(ibb alakra

—4.243-5/3 = Y32-25-3/16-625 =

i/)(13},6.§/ x7y4 _ i/§.3&_
98 \2%-343 3

Y1 xi1= W27 2 +7=

24



[11.2) Végezd el a miiveletet, hozd a legegyszer(ibb alakra; emelj ki, amit lehet

()~ () -

(m)a _ (2_)(25 729y713 I _
3y 64 x

(Sn 72 )4n _ (4k+\3/8kﬁ)5 =

(¥2-1)(¥2+32+1)=

(+3ly )3~y + 3y~ + 37 =

I11.3) Kilonboz6 gyodkkitevds kifejezések 6sszehasonlitasa

Melyik a nagyobb: 3.3/3 v/17

\ 4

IV) Gyokos kifejezések atalakitasai

IV.1) irjuk fel egyetlen gydkjel segitségével a etkez6ket et, emelj kil

IV.2) irjuk fel kisebb kitevéj(i gyok segitségével a kovetkez6 kifejezéseket. Minden pozitiv.

¥g1.x% = Y64°x*°343" =

8/16X10 — 25/324 X =

25



IV.3) irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kdvetkezd kifejezéseket:

22 2= §/a° .3/5° =

3 5 2 3
4X_3.10/y_5= 1.3y_24y_3=
Vy X y \/x

6 14 3 7
54X_6.12yT= 1.4y_38 =
Vy V x y \x
i/§42g/_= 60/420.50/323=
b\a
4125¢/53/25 = 22%H%[2 =

x

><\,|‘<

IV.4) Végezzik el a kovetkez6é miiveleteket — ha kell, vonj Gssze

(8- ++2)=
(Ve ~310 )=
({a* ) =
V22436 V22 +4/36 =

IV.5) Gyoktelenitsu 0 6 16 z6jét a valtozdk megengedett értékei mellett!
15
5 32
3x°

39.5. 5/33X2 a



§7
37.(1/7

IV.6) GyoOktelenitsik a tort nevezgjét!

x—1

IV.7) Hozzuk egyszer(ibb alakra a kévetkez6

* Szamold ki a pontos értéké

27



a+3ax’®

\/E:x/;_(\/hé/a—x_

Hozd egyszer(bb alakra

K={xeR| x=a+b\/§, acZ;be}.
Vagyis K az a halmaz, amelynek elemei ilyen alakuak pl:

Tartalmazza-e K a természetes szamokat?

orzas nem vezet ki ebbdél a szamkorbdl

Mutasd meg, hogy az Osszeadas, kivona
(barmely két elem 6sszege, kiilonbsé

* Mutasd meg, hogyha a és b € Q, akkor az osztas sem vezet ki ebbdl a korbdl!

28



Masodfok — E: Fliggvények

1) Altaldban a figgvényekrdl

1.1)
1.2)

1.3)

Definicidk, alaptulajdonsagok
A bijektiv figgvények (Injektiv + szlrjektiv)
Adj meg egy olyan alaphalmazt, amelyen a kovetkezd fliggvények injektivek (kolcs. egyért.)!

f(): R=>R; y=|x| g(): R—R; y=int(x) / egészrész

h(): R—>R; y=frac(x) /tortrész i(): R—=R; y=(x=3)?

j(): R=R; y=sgn(x)

Oldd meg - masodfoku egyenletmegoldds — megoldo képlet

6x2—76x +230=0

mzeés + definicidk, a jellemzés szempontjai

g o e . o x*—4
Ovetkez6 hozzarendelés( fv. értelmezési tartomanyat: y =4 3
X+

29
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1.5)

Add meg a kovetkezd hozzarendelésd fv. fixpontjat/fixpontjait: y =i£1l
X+

Keresd ki a megfeleld intervallumokat, pontokat, és tudd, hogy mit jelent a tulajdonsag!

|!ax. érték:

Min. hely: Min. érték:

Intervallum, ahol a fv. szig. mon.

Intervallum, ahol a fv. mon. csékken:

ezd: f( ):[-3;5]; y=—2x+1



b) Az intervallumonként linearis v. linedrissa tehet6 fv-ek

Mennyivel egyenl6:

= - = _2_7 — _E —
A1 =27 { 5} { 7}

Abrazold és jellemezd: f( ):R =R; y =2‘%—x

_‘_31_2‘
2

[I) Fuggvén formaciok

I1.1) Akulsé-belsé fv. gyakorlasa
f():x*  g():[x] h():x=5  j():2x
fogoh= jogeh= hogofoj= fogojoh=
Hogy all el6:
2x-10: [x=5]% 4x2-5:

31



[1.2) Add meg a kovetkezd fv-ek inverzét!

f(): R>R; y=3x+5 g():R—>R;y= ”

11.3) ird fél az alapfiiggvény grafikonjanak transzformaciojat!

f(): 3[x]+2
g(): 2x>-4

Trafé (az egészrészbdl):
Trafé (az x*-bél):

h(): —%xz +3 Trafé(az x2-bél):

ird fol az alapfiiggvény grafikonjanak transzformaciéjat!
f(): (x=2)? Trafé (az x*-bél):
g(): (3x?)+4 Trafé (az x?-bél):
h():3[x-3,5]+2
k(): —4(x=3)%+5
m(): 2{x/2+3}-1

Trafé (az egészrésbél):
Trafé (az x*-bél):

Trafé (a tortrészbél):

) Az els6foku tortfliggvények

111.1) Altaldnos alakjuk
[11.2) Toltsd ki a tdblazatot és 3
a) f():R/{0}—>R;y=1/

2X—
+3

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|

k:

zimpt

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

---------------------------------------

———————————————————————————————————————

----------------------------------------

(0] 10;==[

|
******************************

.................................

R
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b) Abrazold, jellemezd

g( ):R—R; yzi3 (alapfliggvény abrazolva)

Dg=

ZH: i

w

Trafé

Alak:
Rg=

Aszimptotak:

\ 4

c) Hogy taldlom meg a két a

meg a két aszimptotat!

33



d) Abrazold, jellemezd

3x—-2
g():R—=R; y = 5

(alapfliggvény abrazolva)

Dg=
ZH:
Trafd
Alak: e e .
Re= B, 2 3 4 5 6 71 8 -
Aszimptotak:
X—5 . p
h():R—)R;y=2 (alapfluggvé
Dg=
ZH:
Alak: -
Rg= e
Aszimptotak: | e "
B2 10 2 3 4 5 6 1 8




IV) A masodfoku fv. grafikonjanak, a parabolanak a traféi

IV.1) A parabola definicidja, jellemzGi

Add meg a parabola fontos adatait, ird rd az
abrara, egy pontjahoz huzd be a vezérsugarakat!

IV.2) Az alapfliggvény és transzformacioi

0,2

0,7]-0,5]
|

a) Toltsd ki a tablazatot, rajzold fel az alapfliggvényt!
x | -3 |-2(-1,8|-1,5|-1,2(-11

Y

X 0 |03|06(08| 1 |13

Trafo:

dd m

¢

~

(4}

w

N

a trafét, csucspontot, dbrazold! (alapfv. dbrazolva)

A csucspont C(

Alak:

2

R; y=—x—+1

3

.
7

)

-3 —F - 0 :;‘-
|
Ay
3
2
1
-4 -3 -2 -1 0 3
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(o))
~—
N
I
=
o
&

g(): R—R; y=(ﬁ-x——

~

(2]

Trafé:

o

N

w

AcstucspontC( ;)

Alak:

Oldd meg:
3x>—4x+1=0 3x2—2x+1=0

c) né hozasa

w

N

Menet:

Re=

Alak:

36



d)

g():[-2;1]>R; y=-2x*>-3x -2

D=
Nem periodikus

ZH:

Trafé:

Menet:
Rs=

Alak:

Fliggvény szélsGértékének fliggése

fl ):R—>R; y=ax?> — 10x —

vegye fel?

\ 4

mint paramétertdl

a szélséértékét az x=2 helyen

Mennyi legyen p és q, hogy a fliggvény minimumhelye a =3
um értéke pedig +8?
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V) A gyokfuggvények
V.1) Azinverz figgvény (Id. Masodfok — E/I1/2.)

V.2) A négyzetgyok fliggvény és transzformacioja (abr. jell.)
a) Azalapfiiggvény

sqrt( ):R— R; y =/x

Toltsd ki fejbdl a tablazatot, abrazold és jellemezd az alapfliggvényt:

081| 1 |1,44|1,96]|2,25|256|289|324|361] 4 | o |

x | o |o04|009|025|036

vl

_._10

[{)

~

[<2]
|

(4]

Menet:
R=
Alakja:

w

injektivitas:

b) Trafdzott fliggvény,

f()R>R; y=

Ds:

rmacio: -
Alak

c( ;)

38



c) Erdemes el8szor akar betenni a symbolab.com-ba... (Ugy, hogy 0-val legyen egyenld, és
akkor dbrdzolja is, és meg is oldja a zérushelykeresést)

f()R>R; y= —%\/—2x+4 +2
Ds:

b | e
ZH: 1 et
B 7 % 5 & 5 & 1 o
Transzformacio:
Alak
o ;)

\ 4

a) Kobgyok — negyedik gyo dm trafot és a kért adatokat!
g():R—=R; g(x)=

Dg:

w

N
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h():R—R; h(x)=§</x+5—1
Dn:

ZH:

Transzformacio:

V.4) Gyakorlas
Abrazold és jellemezd (D, ZH, transzfor

g():R—R; g(x)= —2\/2x+3 +2
Df:

ZH:

rmacio:

a ;5 )



Masodfok — F: Egyenletek - egyenl6tlenségek megoldasi mddszerei

Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasi mddszerei

I.1) Probald meg fejbél ideirni, mikre kell figyelni egyenletmegoldasoknal!

I.2) Gyakorlas

2x—7 4 x+1 _1 _2
2x*—4x+2 x*=-2x+1 3-3x x-—

41



I.3) Egyismeretlenes egyenletek

a) Grafikus: 1.: leolvasas 2.visszahelyettesités 3. biz: tdbb gydk nincs.

Px+5-2=-2 6y

x—3

[3,]
/

N

)
./’
" //
4 il
L—

/ \
1
//

4T AT JREEE JRAAP 6 7 9

1

b) Alaphalmaz figyelés — oldd

Jx=5=+/5-x+x’

, 1
c) Ertékkészlet figyelés, értékkészlet 6sszehasonlitas — oldd meg: 4(x2 +—2j =8—|x—1]
X

: gyarts még az el6z6hoz hasonld feladatot!

Oldd meg — Ertékkészlet!
2x2—12x+18++/x-3=0
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Oldd meg — Ertékkészlet (egészrész, tortrész)

[{x~4}+3]% = 9—{x-5} (x=3y+1)’ +\2x=7y+3=0

d) Szorzatta-alakitas: szinte V polinom egyenletet erre vezetilink vissza: lin
szorzatara!

X3+x2=4x+4

I.4) Egyenletrendszerek megoldasa
a) A4 féle mdodszer
b) Egyenl6 egyltthatok modszerével

3x+5y=-29
2x—=18=-2y

Behelyettesité Odsze
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II) Egyenl6tlenségek megolddsi mdédszere

[1.1) Engedélyezett, tiltott, veszélyes |épések — és az ekvivalencia
Ha negativ szdmmal szorzunk, mire kell figyelni?

Miért kell kitenni az ekvivalencia jelet egyenl6tlenségek megoldasanal?

[1.2) Linearis
_2x-3 21_2—2x
5 3

[1.3) A nem linearisokndl a legjobb:

Altaldban 0-RA RENDEZNI! (,0-ra redukalni”) — majd ,szo
el6jelgrafikon!

1y

X

<3

3 alakitani” — Ha kell:



Itt mdr esetekre kell bontani az abszolutérték argumentuma szerint!

|3—2x|>§x+2

[l1) A masodfoku fliggvény traféi — és a grafikus megoldas

l11.1) Abrazoljuk a masodfoku fliggvényeket, adjuk meg a transzformaciot s

f(): [-41] >R; y= —%(x+3)2 +2

Ds:

Transzformacio:

ZH:

Menet: 5

R¢: >
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[11.2) Grafikus megoldas

X1 _y?
2+1 X +3 ‘y

IV) Segédlet a szorzattdalakitasokhoz — A Pascal hdromszog illetve az azonos ki
IV.1) Alapok
(2x=5)%=
IV.2) Azonos kitevék:
X—y"=
X2l 2kl

w2y 2k =

IV.3) Gyakorlasuk
x3=27=

8x3 +216=

2x5-128=

e G G G TR
6 G666 e e e
() Q) G G G 6 = o w5

Mutasd meg, hogy a Pascal hdromszog barmelyik primedik sorardnak az 1-en kivili tagjai
oszthaték a sorszammal. (5. sor n=5, ugyanis a 0. sorral kezd&dik.)
Elkezdem, pofonegyszerd:

g
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Masodfok — G: Altaldnos megolddas és a masodfoku fliggvény

I) A megolddképlet és a fliggvény-transzformacio el6készitése
I.1) A megolddképlet levezetése, vagyis a paraméteres masodfoku egyenlet megoldasa

Allitsd be ugy a paramétereket, hogy az f( ):R—R; y=—2x*+bx+c hozzarendelésii fv-nek a
max helye: 5, max értéke 10 legyen.

Az ax*+bx+c=0 paraméteres egyenletet alakitsd eddig: a|:(X+

26 kif. pontos értékét: a2 —4-/7 -a

meg . zérushelyét és a trafét és csucspontot!

h( -5 g(x)=2x%+4x+3
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1.2)

1.3)

Példak — megolddképlettel és megolddképlet nélkil

El6sz6r mondd el, mennyi az a, b, ¢ és hangosan, hogy mennyi a D!
Megolddképlettel: Megolddképlet nélkiil:

—2x% + 5x — 3=0

El6sz6r mondd el, mennyi az a, b, ¢ és hangosan, hogy mennyi a D!
Megolddképlettel: Megoldoképlet nélkdl:

2 x-6=0
3

El6sz6r mondd el, mennyi az a, b, ¢ és hangos
Megolddképlettel:

—3x2+2x—-5=0

hogy mennyi a
ldéképlet nélkul:

4

_ 2 2x—8
X +x+1 x-1 x*-1




I.4) Hidnyos mdasodfoku egyenletek — aki megolddképletet hasznal, az mdar gonoszsagra is képes

Vigyazz, ha a masodfoku egyenlet — ami kijon — nem hianyos, akkor te vagy hianyos...

2(x=3)(3x+2)-3(x+1)(x=2)+11x=0 X(2x=7)(x+3)+(7x*>=x)(2x+5)=46x>-26x

[I) A szorzattd alakithatésdag és a gyoktényezGs alak — és szor
I1.1) Emlékezziink a megolddképlet létrehozasara
Hozd gyoktényez6s alakra (vigyazat, lehet benne ,,gyokos” ki

6x%+x—15=0 x2 +6x — 3

I1.2) Gyakorlati alkalm
a) Irdfel gyd

ylitthatdos masodfoku egyenletet, melynek a gyokparja:
5 2

Xl :—E;XZ :E

Irj fol olyan egész egyiitthatés masodfoku egyenletet, amely egyik gyoke:
x, =—3+2/5 Segitség: (a+b)(a=b)...
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c) Algebrai tortek egyszer(sitése - egyszerdsitsd
_ 20x*—9x-18
15x° +2x—24

d) Alakitsd szorzatta
24x°—46xy+15y?=

¢

Aki dudds akar lenni: Oldd meg az e azdn: 3x%>+2xy — y?=15

Aki dudas akar | Oldd me

ész szamok halmazan: 6x?>—xy—2y>~7x+7y-13=0

e) Adj meg egy olyan masodfoku f( ) fv-t, melynek a két zérushelye —% és 2, és f(-1)=1
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[Il) Fuggvényvizsgdlat: a fliggvény allasa + szélsGérték

111.1) Abrazold, jellemezd! \ “y
f(): [<2:3] = R; y=2x2-3x-5 \
Ds: ."1\ 3 /
Transzformacio: \ Y /
ZH: o oot ;s / —
Menet: -2
-5
Rs: |

[11.2) Masodfoku fliggvény szélsGértéke - altaldba

a) Paraméteresen

4

és 0, max. ért: -2

Adj meg olyan 2. foku fv-t, melyne

b) Halétezik
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111.3) Az ax*+bx+c — kifejezésnek maximummal v. maximummal rendelkezik

Melyik paramétertél és hogyan fligg, hogy egy masodfoku fliggvénynek v. kifejezésnek

milyen szélsGértéke van?
My
110 :,

[11.4) Széls6érték keresés: csakis transzformaciéval
f(): [0;3]—R; f(x)=x?+(2—x)? :

o .

ok — Olvasd el, értsd meg!

T ERTEKET FUGGVENYERTEKKENT KIFEJEZNI.

KIVALASZTOTT VALTOZO” FV-BEN KIFEJEZEM A KERESETT ERTEKET, AMINEK
MAT V. MAXIMUMAT KERESEM.

A KERESETT ERTEKET NEHA TOBB VALTOZO FEJEZI KI. EKKOR — HA LEHET — ELOSZOR EGY
KIVALASZTOTT VALTOZOVAL KIFEJEZEM A TOBBIT, S VEGUL EZEKET FELHASZNALVA
FEJEZEM KI AZT AZ ERTEKET, AMINEK A SZELSOERTEKET KERESEM.

A FELRAJZOLANDO FUGGVENY ABSZCISSZAJA AZ ,,O0KOSAN KIVALASZTOTT VALT0ZO”, AZ
ORDINATAIJA PEDIG AZ AZ ERTEK, MELYNEK A SZELSOERTEKET KERESEM.



a) Azon derékszogl A-ek kozul, amelyeknél a két befogd 6sszege 12.

1. rész: Melyek a legnagyobb teriiletlek?
Mo.: c
Fejezd ki x-bdl y-t: y=

ird fol a teriiletet csak x segitségével:
T=

A B

Add meg a készUlld t( ) teriletfliggvény értelmezési tartomdanyat, majd definiald (ird fel
a fliggvényt):

1T
18

t(): —-R; T=

Keresd meg a szélsGértéket: hol és mennyi!

=
3 4 5 6 7
220‘.‘1’1tfogc’>-négyzet
200
180
160
140
120
100
Keresd meg a szélsGértéket: hol és mennyi! 80
60
40
20
-2 0 2 4 6 8 10 12 14
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Nem kot.: Az AB=a, Erre két négyzetet rajzolunk az dbra szerint. P futé pont. Kell a PQR4
teriiletének maximuma. Hol van ekkor P?

Q

=S,

A

c) 24 pontot hogy k afba szét ni, hZa a két graf teljes, akkor az élek

szama a minimali " joval egyszer(ibb, mint az drai! Az egyikben x db van, a
i 6ben az élek szamat, azt 6sszeadod: ezt a fliggvényt

kell jelle



d -
e) Egy ahosszUsagu szakaszra 2 négyzetet rajzolok és egy téglalapot a kovetkez6képpen:

a két négyzet a két szélén van, és kozte a téglalap ugy, hogy a két oldala a két négyzet
oldalaval egyezik meg. Mikor lesz minimalis a terilet?

hatarolok kordil, egy téglalapbdl és az
i Iegyen@ hogy a korulhatarolt rész a

Egy 300 hosszusagu zsindrral olyan terdl
egyik oldaldahoz csatlakozo félkorbdl a
legnagyobb teriletd legyen?
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Masodfok — H: Egyenletek — egyenletrendszerek - egyenl6tlenségek

I) Madsodfokra fokra visszavezethet6 egyenletek - 1.
I.1) Magasabb foku polinom-egyenletek
25x4+74x2—3=0 36(x=3)* — 13(x=3)2 +1=0

[.2) Egyenletek algebrai tortekbdl

3x+1_x+1_ 4
3x—1 3x+1 9x°—1

3x—1
o N
4x" +4x+4 x -1
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I.3) lIrraciondlis egyenletek — vigyazat, hamis gyok jon be néhanapjan

J18-3x =+/5x-6 J5x+5+3=2x
x?—5x+11=1-2x Ix+6—~/x+4 =+2x

x> =10—-V4—-4x+x*
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I.4) Fontos Otletek: Uj ismeretlenek bevezetése, teljes négyzet és 6sszefliggések észrevétele

2x* —7x+30 =2x>-7x+10 (2x2—4x+3)(x*—2x+2)=45

5x+4/3x*=5x+7 =3x"+1

6x*—13x3+12x%-13x+6=0
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)

1.6) Egyéb otletek

Ix+2x—1 +x=2x-1 =2x—1

2——2x2+4x:—5
X —2x+2

Masodfoku egyenletrendszerek 1. — a

I1.1) Bevezet6

11.2) meg az gran t otletekkel:

X2 +y2_

X +4=3Vx*+2
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I1.3) Sokféle otlet kellhet

2x>+3y? =11 3x2+ 2xy —y?=-33
y—-x=3 x—2y=12

x2+y2=3x+5y=0
x>+y?>+3x—-3y=0

ilyen a szélsGértékhely (min, max), és van-e gyok!

2,
X)=——x"—x
g(x) 3

Adj meg egy olyan p paramétert, hogy maximum hely legyen, és legyen gyok
h(x) = px*+5x+2
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[11.2) Alappéldak

-x?>-5

Q=(0,0)

Rajzold is fol jobbrarendezés utdn, és ide is rajzold be az el6jelgrafikont!

[

"
4

—%xz +x—2>0 (dbrézold is!)

Q=(0,0)

.§.

-

Oldd me

2

X x+2y+2xy+1=0}

(x+y)4+x=2
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5, L .
22 I
2x 2x+1<0 (abrazoldis!) Q=(0,0)

[11.3) Gyakorlas
—2x% —+[5x> -1

30x%—70x >-50

x*—3x3—x+3<0



I11.4) EgyenlGStlenségek algebrai tortekbdl
a) A megoldas menete

e Egy oldalra rendezni (0-ra redukalni), és egy tortet gydrtani belSle (szorzattd
alakitas)

e Szamlalét-nevezlt szorzatta alakitani (gyoktényezds alak mindig miikodik)

* ElGjelfliggvény

b) Gyakorlas

2
—X +5X+10S
x—4

2

°: 60°; 90°) A4 AB atfogdjanak mely P
améter nélkil) jobban szereted,

Bizonyos tanuldknak kot.: Egy ABC
pontjara lesz az AP?+BP%+CP? mini
akkor legyen az atfogd 10
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8x2—7x+5_
3x> —5x+2

Add meg a kovetkezd kifejezés értelmezési tartomanyat: K =\/ 2

2x—-1 3x
X 2x-1

IA

Ha gyakorolni akarsz:

nni: mennyi legyen a p paraméter, hogy a kovetkez6
barmely valés x megoldasa legyen?



1)

Masodfok — I: Paraméterek — Viete formulak — Paraméteres
egyenlbtlenség, szélsbérték

Paraméter 1.
I.1) Alap: a gyokok szamat (is) firtatdé paraméteres egyenletek
a) A p paramétertdl figgéen milyen gyokok vannak? (2 egyszeres, 1 kétszeres, nincs)
3x%+4x—p=0 4x2+(p—1)x+1=0

\Q\‘r

ehet, hogy.nem is mindig masodfoku!

0Oldd meg 2px*—6px—x+3=0 p=param.

+15 2+ 10p p=param.
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b) A p paraméter fliggvényében milyen gyokok vannak, hany gyok van — sét, hanyad foku
az egyenlet...

(1-p) x>=2px+1=0

c) A Gyokok szamat vizsgald (2 db. eg eres, 1 egyszeres, nincs):

px2+5x+4p=0

dd meg: x>-5px+x+6p’>—p—2=0



d) Adott az f( ):R->R; f(x)= 6x?+3x=2px—p fv. a) Milyen p érték esetén lesz a fliggvény egyik
zérushelye x=2? b) Van-e olyan p, melyre egy kétszeres gyok van? c) Van-e olyan p
érték, hogy a figgvény miniumuhelye a -1 ?

\ 4

goldhatdsdg és a megolddsok

e) Vizsgdljuk a kovetkez6 p
szempontjabal:

(p?+4p—5)x* — 2(p+
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Oldd meg: 2x>— 1+ p(x + 6p + 1) = (x + 2p)?> p=param

Gyakorld: Vizsgdljuk a
megoldasok szempontjd
pX2+ px + p = x2+3x

egy

\ 4

etet a megoldhatdsdg és a



I.2) Kifejezés értékkészlet-vizsgalata paraméter segitségével:

ird le az erre vonatkozd otletet!

Hatdrozzuk meg az kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét, ha xeR.
2x

K=
x> +1

kkészletét: K=x2+3x+3. ElGszor
az el6bb tettuk!

KETFELEKEPPEN allapitsuk m
egyszerlen, mintha fliggvén
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l) Viete-formulak és DISZKRIMINANS + Méasodfok - paraméter 2.

[1.1) A Viete-formuldk
ird le, hogy milyen &sszefliggést is hatdroznak meg a Viéte-formuldk, és ird le az
dsszefliiggéseket masodfoku egyenlet dltaldnos alakjabdl: ax?+bx+c=0

Oldd meg: Ja—1++b—2++/c+3=0

ird le a kévetkezd egyenletek gyodkeinek Osszegét (xi+x2) zorzatadt (xix2) azok

kiszamolasa nélkul!
3x%>-5x—3=0

Most nézd me os, hogy van mindketténél gyok?

, masodfoku egyenletet, ahol a gyokok:

—5-3 és —5+4/3

Adj meg olyan masodfoku egyenletet, ahol a két gydk 0sszege 21, és az egyik a masiknak 2-
szerese.
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I1.3) Egy egyenlet gydkei kozti kapcsolatok
a) Osszefliggés a két gyok kozott

Adj meg egy olyan masodfoku egyenletet, mely gyokeinek dsszege 25, és az egyik 19-
cel nagyobb a masiknal.

Adott a 4x>-5x+c=0 egyenlet. Mennyi legyen ¢, ha a két gydk ard

* (6k>—k—1)x2+(3—k)x—2=0 Mennyi ¢ egyi@k a masik kétszerese?

z x>+px+q=0 egyenlet, és n€Z. Milyen dsszefiiggésnek kell p és q kozt
ha az egyenlet egyik gyoke n-szerese a masiknak? (Vagyis pl. fejezd ki n
el az egyikb6l a masikat!)
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b) Adott az egyik gyok
px>—3x—10=0 egyenletben az egyik gydék 2. Mennyi a paraméter?

c) Osszefiiggés a két gyok kozott

Akit 5-0s akar lenni: 4x2+ bx — 21=0 x;—x>=5 b=?

gyok: (p—1)x*-5px+6p+3=0




Adott a 3x>-2x+c=0 egyenlet. Mennyi legyen c, ha a két gydkre igaz a kdvetkezs:
a) egyenldk b) kiilonbozd6k és pozitivok c) az egyik negativ, masik pozitiv d) az egyik O e)
egyik sem valds (nincs valés gyok)

e) Gyokok négyzetdsszege

2x% = 3(p=2)x + (3—p?) = 0 Mennyi t, ha ha: x;2+x2?=22

\ 4
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2x*+x—6=0 Mennyivel egyenld (gyokdk kiszamolasa nélkil):

2 2 _ 3 3 _
XX, XX, =7 X;tx;=7?

g) Két egyenlet gyokei kozti 6sszefliggés

Hatdrozzuk meg k-t Ugy, hogy az x*-7x+2k=0 egyenlet
egyenlet egyik gyokének kétszerese legyen!

\ 4

y gyokei az ax*+bx+c=0 (az0) egyenlet

irjunk fel egy olyan mas

gyokeinek:
a) ellentettjei
b) n-szere

c) reciprokai

dd meg azt a 2. foku egyenletet, melynek gyokei 3-szorosai, mint a kovetkez6é:
2 c=0



[I1) Egyenl6tlenség 2: Egyenlbtlenség és szélséérték paraméterrel
l11.1) Ertelmezési tartomdny keresés
Hatdrozd meg a kovetkezd kifejezés értelmezési tartomanyat:

\/4x2+x—9
———-2
2X +x—6

[11.2) Paraméteres 2. foku egyenlStlenség Vx € R-re igaz

Mennyi az m paraméter értéke, hogy a kovetkez6 egyenlbtlen
(Mm+2)-x*~(2m-1)x + 2m+3 <4 m=param.

xe R-re igaz legyen
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Mennyi a k paraméter értéke, hogy a kovetkez6 egyenlGtlenség V xe R-re igaz legyen.

2
kx? +M<6x

[11.3) Gyokok egyéb fliggése a paramétertdl:

a) Szamuk: Diszkrimindnsra egyenlGtlenség!

A p valds paraméter mely értékeinél lesz a
2x2— (2-p)x + 4 + p = 0 egyenletnek
i) két killonboz6 gyoke; ii) két egyen

d gyé! iii) két egyenl6 gyoke?



b) Gyokok négyzetosszegének stb. szélséértékének vizsgalata paraméterrel!

x>=-2px+2p?>-5=0 p= param
A p paraméter mely értékeire lesz a kdvetkez§ K kifejezés maximalis: K = (x1—x2)?

‘g\\\’

e és mik az L = (x1—x2)? kifejezés

méter.

Nem kot.: cx?+2cx+x =—3c -1 c

szélsGértékei?
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Adott a kdvetkez8 paraméteres. egyenlet: x?+px — 2x = 3+5p—p?
Mely p-re veszi fol két gyok négyzetdsszegének a maximumat és az mennyi.

\ 4

aramétert, hogy:

z egyik gyok 1/2-nél nagyobb, a masik 1/2-nél kisebb legyen



** Az x2+(4—p)x+p—2=0 egyenlet gydkei mely p paraméter értékre esnek az [1;5]
intervallumba?

‘9\\’

S

79



80

Masodfok — J: Egyenletrendszerek, szovegesek, egyéb feladatok

Egyenletrendszerek 2.

I.1) Valamelyik egyenletben V tag masodfoku, illetve egyéb otletek

42+ by? = 17xy x+y?=7
x+y=10 xy?=12




I.2) Egyéb otletek
a) ada)

Xy+yz=9
yz+xz=5
Xy +xz=-16

2
Két téglalap hasonlésaganak aranya 5 Te négyzet,

kerlletlk 6sszege 100 egység. Mekkordk az oldalaik?

b) adb) ad c)

X%y
—-15=2x
> y

2X+2y+/x+y+8=5
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d) add)

6 + > =4,5
\/X+2 \/y—l

9 B 4 — 05
\/4X+8 \/y—l

II) Masodfoku szovegesek + masodfok a szamelméletben, kombina
[1.1) Egy ismeretlenes egyenlet

a) Szdmrendszer

Mely szdmrendszerben igaz a kovet

5o7x=‘1x—27x

ényebb. Ha két oldatot 6sszedntjiik, akkor 8 kg oldatot kapunk. Hany
at, és milyen toménységi?
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A kenyér arat el6szor csokkentették, majd kés6bb két és félszer annyi szazalékkal
megemelték az arat, mint ahany szazalékkal korabban csokkentették (agyrém). igy az
eredeti aranal 12,5%-kal lett dragabb a kenyér. Hany szazalékkal csokkentettek
eredetileg?

Graf

Két (egyszerd) teljes graf 6sszes élének szama 7
akkor néznénk a teljes grafot, akkor az élek sz
van?

<

TN

el |
U7
T I
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A ,Fényes Szelek” 20000 m? leburkoldsdval 18 nappal kordbban lett kész, mert
elfogyott a palinka, és igy naponta 225 m?-tel tébbet burkoltak. Hany nap alatt lettek
készen, és a tervezett napi teljesitményt hany szazalékkal teljesitették tul?

b) 10-es szamrendszer

Valamely 3 jegy(i szam utolsé jegyénel
kettével kisebb az elsd jegy. A szam

épsd, és ennél a kozépsénél
nek szorzata 6019. Mi ez a
szam?

gyszerre indul egy falubdl a masikba. Az els6, 2 km/h-val gyorsabb,
oraval hamarabb ér célba. Ha mindketten 2 km/h-val csékkentenék az
sséglket, akkor a gyorsabb 2 éraval hamarabb érkezne. Milyen messze van a
u, és mennyit tesznek meg 6ranként a gyalogosok?



Egy autds elindult a célja felé, de egy baleset miatt 22,5 percet allt. Azért, hogy a
tervezett id6ben érkezzék, a maradék 90 km-t az atlagsebességét 20 km/h-val meg
kellett emelnie. Mekkora atlagsebességet tervezett eredetileg?

I1.3) Geometriai
a) Terllet

Egy derékszégli haromszog teriilete 30 cm?. A
mésikat dupldzom, akkor 84cm? lesz az Uj teriilet.

lem, a
a befogok?

b) Az aranymetszés haroms

Egy szabalyos 6tszog ol
Milyen haromsz6

ama
Két konvex sokszog 6sszes atldinak szama 110, a belsé szogeinek dsszege egylitt 3420°.
Hany oldaluak a sokszogek?
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d) Derékszogl haromszog

Egy derékszogli haromszog atfogdja 50 m. A koré irt kor sugara beirt kor sugardnak
négyszeresénél is még 1 m-rel nagyobb. Mekkorak az odalak?

e) Korok kozos érintbje

Két kor kdzéppontja 13 cm-re van egymadstdl. Suga kozos kilsé

érintészakasz hossza pedig 12 cm. Mekkordk a sugarak?

Obb egy harom f6s kildottség valasztasdnak a lehet6sége, mint
tagu osztalynal. Hanyan vannak?

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©





