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A derékszogl haromszog oldalai

I. Ismétlés: haromszdgek oldalai illetve oldalak és szo6gek kdzotti kapcsolat
1) A haromszog-egyenl6tlenség
Allitas: barmely két hdromszoégben két oldal sszege nagyobb, mint a harmadiké.
Ekvivalens allitasok:
e két nem legnagyobb oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal
e |a-b|<c<atb

Haromszog két oldalanak hossza a=8,4 és b=3,6 Mekkora lehet a ,,c” oldal?

2) Haromszogek egybevagdsaganak 4 alapesete és az egyértelm(fszerkeszthetoség

... ® két haromszog egybevagd, (o egyértelm(in szerkeszthetd) ha
e ABCu= A'B'Ca< (a=ad’; b=b’ és c=C’).
o ha adva van 3 oldala.
o ABCs=A'B'Cis& (b=b’; c=C’ és a=).
o  haadott két oldal és a kdzrezart szog.
o ABCaz= ABCas (b=b’; o=a’ ésy=7)
o  haadott egy oldal és a rajta fekvo két szog.
e ABCu= A'B'Ca¢& (haazb, a=a’; b=b’ a=0’)
o  haadott két oldala és a.nem kisebbikkel szemben fekvs szog.

3) Osszefiiggés a haromszog szogei és oldalaikozott
a) Haromszogben egyénlé oldalakkal szemkozt egyenlé szogek vannak. (a=b < a=p.),
nagyobb oldallal.szemkozt nagyobb szégek vannak: a>b < o>p.
Biz:
e All.:a=b=> o= Vagyis A-ben egyenlé oldalakkal szemké&zt egyenl6 szég van.
Biz.:




,Kipottyant” tétel: Az egyenl6szard A - ben

e All:a<b = a<[ Vagyis 4-ben nagyobb oldallal szemkézt nagyobb szég van.
Biz: (A szogek jelolése: o az A csucsnal, B a B csticsnal.)
Nézziik az ABCs-et (lathatdn hosszabb a b oldal).

e AFOTETEL bizo : i csak oldalbdl kdvetkeztettiink szogre!)
fliggését tekintve az a harom esemény, hogy a > b,

Amit bizonyitani kellett. (Q.E.D.)



b) Egy egyenl6szaru haromszog egyik szoge 72°. Mekkora lehet a masik ketts?

4) Tétel: Korhoz huzott érint6 L az érintési pontba huzott sugarra.

Biz.: Felhasznalt tétel:

@ érinto

5) Emlékeztet6: Thalész tétel

Tétel: az AB szakaszra, mint atmérére e
alatt [dtom, és a sikban csak ezek a
A bizonyitas menete: belattuk

A masik irany: ha belil van a | or hegyesszbg

6) Emlé ét kor kozos kiilsé és belsé érintdje




Il. A Pitagorasz-tétel és megforditdsa, illetve kovetkezményei

1) A tétel és megforditasa

a) Pitagorasz-tétele: Derékszogl haromszog atfogdjdra emelt négyzet terilete egyenlé a két
befogdra emelt négyzet teriiletének 6sszegével.
b) Biz.: Legyen a haromszog harom oldala: a;b;c.

Vegylnk fol két egybevago, ......cccoevvveveennns oldalhosszusagu négyzetet.
D C D C
C
a
b A B A B

A tétel fontos matematikai kovetkezmeénye:
Eddig csak 6sszemérhet8 szakaszokat tudtunk szerkeszteni, vagyis racionalis aranyokat
tudtunk kifejezni. Ezentul a racionalis szamok masodfoku (négyzetgyokot tartalmazd)
bdévitését is modellezni tudjuk, szakaszokkal, illetve" forditva, pontok tavolsaga valt
jellemezhetévé szammal.

c) Hegyes és tompaszogli haromszogek

(i) ,Hegyesszoggelszemkozti oldal” - legyen y hegyesszog.
Megmutatjuk; hogy T. < Ta+Ty

Megsziletett a Cosinus-tétel elsé része.

Vagyis: A-ben egy hegyesszoggel szemkozti oldalra emelt négyzet terilete kisebb,
mint a masik két oldalra emelt négyzetek teriiletének dsszege!
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(ii) ,Tompaszoggel szemkozti oldal” - legyen ytompaszog.
Megmutatjuk, hogy Tc>Ta+Th

(2]

—

T Tb

T

1 T

Teljes lett a Cosinus-tétel.
Vagyis: A-ben tompaszoget bezard két oldalra emelt négyzetekiteriletének 0sszege
kisebb, mint a tompaszoggel szemkozti oldalra emelt négyzet terlulete.

(iii) Gyakorlasa
Milyenek a kovetkez6 oldalu haromszogek, melyek oldalaithossza
5,7;8 5;7;9 5;12;13

Otlet: ,Mindig a két ....0....... oldalt kell.nézni: ha azok négyzetdsszege...

d) A Pitagorasz-tétel oda-vissza
Mivel a harom esemény teljes eseményrendszeft alkot (paronként diszjunkt és 6sszegiik a
biztos esemény), ezért mindenhol ekvivalencia van.

~) ( o | ‘) —

Vagyistegy haromszog pontosan akkor derékszog, y-ban, ha Ta+T,=Te.
e)Pitagoraszi szamharmasok:

)
i3

?
?

3;4;5 = 6;8;10 stb.
5;12;13 = 10;24; 26 stb.
7;24;25 = 14;48; 50 stb.
8;15; 17,

9; 40; 41 stb.

(m;n)=1 és egyik paros!: (m?-n?)2 + (2mn)? = (m? + n?)?

11



V.
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f)  Atandrdkon tanitott megforditdsa a tételnek
Allitas: ha egy haromszog két oldaldra emelt négyzetek teriiletének 6sszege egyenlé a
harmadik oldalra emelt négyzet terlletével, akkor a hdromszog derékszogu.
Biz.:
Legyen adott egy ABC haromszog, amelynek oldalaira teljesiil, hogy két oldaldra emelt
négyzetek terliletének 6sszege egyenld a harmadik oldalra emelt négyzet teriletével.
A mellékelt dbra jeldlései szerint: a’+b?=c?.
Be kell bizonyitani, hogy az ABC haromszog derékszogu.
Vegylnk fel egy a és b befogoju derékszogli haromszoget.

A|
C c'
b Ab
B a c B a C

g) Pitagorasz tételének egyéb bizonyitdsa — rengeteg féle van

Egy szamszer( — nem terliiletes bizonyitas:

Derékszogli haromszogben igaz a kdvetkezd tétel: a+b-—2p=c
Minden haromszogre igaz: T=p-s.

Ebb&l mar levezethet6 a Pitagorasz-tétel szamszeru Osszefliggése:

A Befogb-tétel és a magassdgtétel, korhatvany bevezetése teriiletatalakitassal
Szakkor szintjén

A Pitagorasz-tétel alkalmazasa
1) Gyakorlas
a) Derékszogl A-bbl adott két oldal, kell a harmadik

a=3 b=6c= a=x/7 b=1c= c=5 a=1 b=



b) Dontsd el, milyen a hdromszog (hegyes, derék v. tompaszogli) ha oldalai adottak
8;11;7 8;3;6 13;12;4

Vegylk észre: a két ......cccevevcenvervenenenn oldal a donté!

c) Magassagtétel — csakis derékszogl haromszogekre igaz

Derékszogli haromszogben az atfogd magassaganak a talppontja az at
részre bontja, melyeknek a magassag a mértani kozepe

két olyan

Bizonyitas:

\/E szerkesztése magassagtétellel egysé

b usznad eltorik, és egyenlészaru haromszoget alkot a fold sikjaval. Milyen

assagban torik el? I

13
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2) Alappéldak
a) Tavolsdgok a koordindta-sikon
A(4;-2) B(-1;2)
Kell a két — minden koordinatajukban kilénb6z6 — pont tavolsaga.
Mo.:

Altaldban: d(A;B)=

b) Specidlis 4-ek

(i) A szabalyos haromszog magassaga és a félszabalyo

\ 4

(i) Az egyenld szara deré

c)




d) Rodzsaablak
Szerkesszik meg az 4dbrdn lathaté rézsaablakot, ha adott

AB. Vegylik észre: itt a szerkesztéshez el6szor szamolnunk
kell.

e) Egységbdl \/g hosszUsag szerkesztése
(i) 1. mddszer:

Peresze igy V31 bajosabban: (1
A paratlanok el&allnak két négy
(a+1)*-a%=2a+1

Vagyis: pl: 17=2-8+1
Parosak? Ha ne

15
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f) Téglalappal azonos teriilet(i négyzet szerkesztése

g) Alapoétlet: haromszog sulyvonala hosszdnak szamitasa a 4 oldalaibdl

h) Hdaromszog harom oldalabdl a magassdgok szamitasa (figyele
tehat... ha nem a leghosszabb oldalhoz tart kell szamolni...)
Legyen: 4: a=7 b=4 c=8

et, hogy tompaszogu,

msz6g teriilete az oldalaibdl: \/s(s—a)(s—b)(s—c)

A magassaganak és oldaldnak az 6sszege 12 cm. Mekkora az oldala?

b) Egy paralelogramma két oldala 8 és 5 egység. Az egyik atlé 10 egységgel hosszabb a
masikndl. Mekkorak az atlok?



c) Egy 100,32 m-es kotél két vége 100 m-re le van szoritva a foldre. Kozépen felemeljik,
ameddig lehet. Atfér-e alatta egy 4 méteres elefant?

Hogyan lehetne ebbdl egy széls6érték-feladatot késziteni?

d) Tétel: Konvex négyszogben a két atlé merdleges egymasra
Biz.:

/

2ksz¢ aromszogben az atfogd 8 cm. Mekkora mcésa ?

C




18

f) Egy 30°-0s derékszogl A két befogdjanak 6sszege 10 cm. Mekkora az atfogd?

g) Rodzsaablak: Adott egy 6 egység sugaru félkor, benne az dbran lathaté Kmédon 2 korrel.
Mekkora a kis kor sugara? '

h) Hippokratész holdacskai
Allitas: derékszog(i haromszog eseténia két holdacs llete megegyezik a Ateriletével.
Biz.:

a tdmasztja ala. Milyen hosszuak ezek?




j)  Két kor kozos érintészakaszanak kiszamitasa.
A szerkesztést kovetd dbra alapjan:

k) Derékszogl A-bél adott: c és b. Kell p.
1. Mo.:

dott az alap: c.
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m) Allitas: trapézban e?+f2=b%+d%+2ac

n) Egy derékszogl haromszog atfogdja 13 cm és a befogdinak 6 17 cm. A haromszog
mindhdrom oldaldra kifelé négyzeteket r unk. fgy a haromszog csucsain kiviil hat
pontot kapunk. Mekkora az ezek altal ott hats‘terulete?




o)

*¥*  Két, egymdst nem tartalmazd, kozos ponttal nem rendelkezd kor kozos
szimmetriatengelye a koroket rendre az A, B, C, D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy
a kozos kils6 illetve belsé érintészakaszok felirhatdk két-két olyan szakasz mértani
kozepeként, amelyek végpontjai az A, B, C, D pontok kozul valok!

21
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4) Egy kis térgeometria
a) Kocka

(i) Rajzoljuk fel Gjra az adbrat
(ii) Egy a oldalu kockdnak mekkora a térfogata?
(iii) Mekkorak a lapatlék?
(iv) Milyen alakzat a BDE haromszog?
(v) A kocka négy, lapatlék végpontjaibdl allé test.
(vi) Az egység oldalu kockdanak mekkora a testatléja?

‘,ﬁ\\\’




b) Téglatest: a=5, b=4, c=2
(i) Rajzoljuk fel Gjra az abrat!
(i) Mekkora a téglatest térfogata?

(iii) Mekkorak a BGD4 oldalai?

(iv) Milyen haromszog a BGD4? (Hegyes, tompa, derék.)

(v) Mekkora a BH testatlo?

(vi) Egy pok Uldogél az EF élen az F-t6l 1 cm-re. El akar jutni a téglatest
fellletén a DH él felez6pontjaba, de ugy , hogy az EFGH, az ADHE
és a BCGF lapokra nem |éphet. Milyen hosszu lesz a legrovidebb
atja?

(vii)* Mutasd meg, hogy a DB lapatlon ugyanott van a DBCy
magassagtalppontja, mint a DBGs-nek!

H G

Cél Pok

R

23
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c) Nehezebbek
(i) * Egy sikot és egymdst 3 gomb érint, sugaruk: R. A negyedik érinti mindharmat és a
sikot is. Mekkora ennek a sugara?

85 a kockat is) elszelem
az egyik oldallappal.

(ii) * Egy egység oldalu kockat beleirok egy gombbe. A gdmb
egy — a kozépponton atmené — sikk mely parhuzam
Szerkesztd meg ezt a sikmetszetet!




Paralelogrammak - Haromszogek - Sulyvonal

l. A paralelogrammak ekvivalens definicioi
1) Az alapdefinicid és a vele ekvivalens definicidk

a) "oldalak"
(i) Alapdefinicio: (ii)
b) "szogek"

(i)

c) "tukrosség"

(i)

d) "kakukktojas
2) A definicidok ekvivalencidja

Lassuk be az alapdefiniciobdl az atldk felezésé
Lassuk be a szemkodzti oldalak egyenl6ségé

kozti szw egyenldségét!

y definicié. Pl.:
egyenl6k = szemkozti szogek egyenl6k = egy oldalon fekvé szogek

25
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3) Paralelogramma —tételek és gyakorlasok
a) Szerkesztendé paralelogramma, ha adott: a oldal és f; e atlok.

b) Allitas: a paralelogramma kdzépvonala parhuzamos és egyenlé a lel6 oldal

d) Tétel: Akdzépvonala parh

lai 4 egybevdgd A-re vagjdk szét az eredeti A-et.




f) Allitas: Egy négyszdg oldalfelezd pontjai paralelogrammat hataroznak meg.
Mekkora a paralelogramma teriilete az eredeti négyszoghoz képest?

g) Szerkessziik meg egy szakasz 7-edel6 pontjait: 1
Mo.:

D C D C
B A B
D C
A B

27
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b) Egyenld terlletli haromszogek a trapézban

c) Alapétletek a példahoz A
(i) Kiegészit6é haromszoge - ,kalapja”

(i) Atalakitdsa paralelogrammava: tiikrézés az eg)
All.: Trapéz tiikrozve egy szarfelezd pontra: parale
Figyeljik meg az atldkat.

Mit tudunk mondani BD és CD’, illetve AC és BA’-rél1?

(iii) Kozépvonala
Allitas: A trapéz kdzép
kozepe.

amos oldallal, és azok szamtani

D c C




d) Alappélda: Adott trapézbdl k kozépvonal, b szar és e és f atldk. Szerkesztendd a trapéz.

II. Ismétlés: Thalész tétel + a A4 nevezetes vonalai, pontjai, k
1) Tételek ismétlése

a) Thalész tétel: a tétel és bizonyitdsa (csak a tablan)
b) Mutasd, hogy egy haromszog korbeirhato!
ST.: Szakaszfelez6 merélegesre vonatkozo tétel.

g, hogy a haromszdg magassagvonalai egy pontban metszik egymast!

29
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2) Gyakorlas
a) Szerkessz kiils6 pontbdl korhoz huzott érintét!

b) Szerkesszlink rombuszt, ha adott: A,B (egymas melletti csticsok) és e _, kozéppont €e.

D C

e
A a B

c) Bizonyitsd be, hogy egy haromszog b IdalénaQezépontja és a masik két
oldalhoz tartozé magassag-talppont;j : mszoget hataroz meg! Mutasd

meg, hogy az ABT,T, négyszog szemk




e) *1/20: Egy AB atmérdjli, Q kozéppontu félkoron mozog egy F pont, amelynek meréleges
vetllete az AB atmérdén: F. Mérd fol QF sugarra Q-tél a QP=FF' szakaszt! Mi a P pontok
halmaza, ha F befutja a félkort?

f)

31
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g) Mutassuk meg, hogy haromszognél: T=p-s

h) Adott a; mp; mc. Kell a A. (Elég az Elv.)

i) Egy derékszogl haromszog két befogdjanak hossza 3,6 cm és

. Hatdrozd meg mc-t!



3) A A-be ésa A-hozirt korok

a) Egyeneseket érint6 korok:

1 egyenest:
oo sok van, a kozéppontjuk az egész sikot lefedi. Az egyenest is: pontkor.

2 egyenes:

e Két egymassal parhuzamos
oo sok van, a kozéppontjuk a két egyenes szimmetriatengelyén van, és minden ilyen
pont jo kozéppontnak.

® metszdk:
oo sok van, a kozéppontjuk a két egyenes 2 szimmetriatengelyén (sz6g
ezek minden pontja jo kdzéppontnak.

-
-
-
-

3 egyenes
e Parhuzamosak:
® egy ponton &

pontkore)

4 egyenes: altaldba

33
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c) Az ABCxhozirt kor

3ilyen van:

e Mikoze van a Qq, aromszoghoz?

e Al 4-ben: Q; A; Qc B egy kdrén van.



d) Tételek a 4-h6z irt korrel kapcsolatban:
(i) A haromszoghoz irt kor a két meghosszabbitott oldalt a szemkozti csucstdl félkeriilet
tavolsagra érinti.
(ii) A hdromszoghoz és a haromszogbe irt kor két kiilsé érint6szakasza egyenld a kozos
belsd érintén talalhatd harmadik oldallal.
(iii) A kiils6 és bels6 kor kozos érintészakasza egyenld a masik két oldal kilonbségének
abszolutértékével.

QG

35



e) Gyakorlépéldak:
(i) Szerkessziink haromszoget, ha adott egyik oldala, azon fekvé egyik szoge és beirhaté
korének sugara. (c, a, p)

C

(ii) Bizonyitsuk be, hogy a derékszogli haromszog deréksz k a szogfelezéje (fy)

egyben felezi az m. és s. sz0gét is!

\ 4

Srinti egy p=4 cm sugaru kor. Ez a kor a szogfelez6t két pontban
nak ezek a pontok a szdg csucsatol?




A Asulyvonalai és a sulypontja

1)

2)

3) Alappéldak

Sulyvonal és kozépvonal

a) Def.: 4-ben a sulyvonal a cstcsot a szemkozti oldalfelez6ponttal 6sszekotd szakasz.

b) Tétel: A Akdzépvonala parhuzamos és fele a megfelelS oldalnak.

Tétel: A haromszog sulypontja

A haromszog sulyvonalai egy pontban (S), az oldalhoz kozelebbi harmadoldpontjukban
metszik egymast. Vagyis a sulypont a sulyvonalakat 2:1 aranyban osztja az oldalakhoz
kdzelebb.

C

a) Egy Aoldalai: a=5, b=3, c=6. Mekko
C

elez6pontjai paralelogrammat alkotnak.
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c)

* Allitds: négyszdgben meghulzva a két kdzépvonalat: T1+T3=T2+Ts

ikus” szemlélettel.
alak tovdbbra is sulyvonalak

Ebbdl kijon egy Uj bizonyita
Az oldalfelez6pontok alk
maradnak.
Ugyanakkor a eze - kisebbek” — pontosabban éppen felez6dnek az oldalak.
en a leghosszabb szakasz a leghosszabb oldala)
pontban metszené egymast, akkor az a harom
,kildgna” a csokken6 méretli haromszogekbdl, pedig a
nak a haromszogben.




f)  * Allitds: A sulyvonalaibdl A szerkeszthetd, melynek sulyvonalai az eredeti 4 oldalainak
3/4-ei.
C

g) Fejezzik ki Tagc-b6l Tr-et.

4) Egyéb példak

a) Derékszo =6; sc=5. Kell: k; T; sq; So; R; p.
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b) Adott Q (kordlirt kor kp.), S, A. Kell a A.
C

Q
c) (1 sulyvonal két kozrezaré oldal) Mar lattuk.
d) (2 sulyvonal egy oldal) Adott a; sp; sa. Kell A.

\ 4

A

e) * (3 sulyvonal) A a, Sb, Sc. A.

/\/

5) Vektorok ismétlése, és a sulypontba mutatd vektor




Kerileti szogek - Hurnégyszog - Erinténégyszog

l. Ismétlés
1) Fogalmak: iv, cikk, szelet.

2) Két kor kdzos kiulsé és belsd érint6i
Téablan, paraméterekkel.

3) Adott egy kor, egy d szakasz és a koron kiviil egy P pont. Szerkessziink 3
melynek a korbe es6 hur-szakasza d hosszusagu.

d

b1 olyan sz

4) Meértékek a korrel kapcsolatb
a) Kozépponti szog: a ko
melynek csucspont;j
azonosak is!).

b) Ivésko i sz0g: y kérben az o sz6gh6z i iv, a B-hoz

— . (Ezt hasznaltuk fel a radidn

kapcsolatara.) (Raciondlis aranyoknal bizonyithatjuk, egyébként

ny radidnnak felel meg? i—;ﬂe radidn hany foknak felel meg?

Egy 9 cm sugaru, 25°-0s korcikk ive milyen hosszu?
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5)

6)

c) Korcikk teriilete és kp-i sz6g: Ha egy korben az o sz6ghoz tq teriileti korcikk, a B-hoz tg,

akkor: i—“=g. (Racionalis aranyoknal bizonyithatjuk, egyébként elhissziik.)
B
Egy 5 cm sugaru korben egy 27°-os korcikknek mekkora a teriilete?

d) Szdmoldsok
21°35’23”=? fok

84,256° = hany fok, perc, stb.

Ismétlések

a) Pitagorasz tétel
Pitagoraszi szdmhdarmasok:
345; 512 13;0 724 25, 8 1517; 9 40 41; 11 60 61;

b) A paralelogramma atldira emelt négyzetek teriiletosszege = az oldalakra emelt négyzetek
terliletosszegével.

c) Emlékeztetd: 4 sulyvonalara, sulypontjara vonatkozo tétel.
d) Emlékeztetd: Thalész tétel

A mértani hely fogalma,dényege a geometriaban.

Geometridban sok esetben pontokat kerestink.

A pontokat altalaban kett6 (vagy tobb) halmaz metszetében talaljuk meg. Pl.: egyenes és kor.
Ezen halmazokat (az egyenes és a kor) a pontok tulajdonsaga alapjan tudjuk meghatarozni.
Ezek a halmazok egyértelmliek: a sik barmely pontjardl el kell tudni donteni, hogy elemik vagy
sem.

E halmazok a mértani helyek a geometriaban.

Példaul: A Thalész kor mértani hely. Minden pontja az adott tulajdonsaggal rendelkez8 pont,
és rajta kivil mashol nincs olyan tulajdonsaggal rendelkezé pont.



Pl: Adott egy derékszogl A-bbl: ¢ és m.. Szerkesztendd a A.

C

Vegylk észre: a két mértani hely miatt tudtuk, hogy hol kell lennie a C tnak.

Az egyik mértani hely:

A masik mértani hely:

Célunk lesz egy Uj mértani hely megfogalmaza
Adott 4-bél: c; mc és .
C

\ 4

Tehat: keressiik azokat a pontokat, amelybdl egy szakasz adott szog alatt latszodik.

Kézzel rajzolgassunk ilyeneket. Ehhez j6 egy darab papir, amely meg van hajtva valamilyen
szoggel.

Vegylk észre, hogy a BC szakaszt két korivb6l 1atjuk az adott o szogbdl.
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A kozépponti és kerileti szogek tétele

1)

2)

geometria_ H 2 1 kozepponti_keruleti szogek.ggb
Definicio - Kerlleti sz6g
A kor keriileti sz6ge az a konvex sz6g, melynek csucsa a kor kerliletén van és a szarai vagy két
har, vagy egy hur és egy érint6. Ez utdbbi az érint6szaru keriileti szog.

Az adott kerlleti sz6g ahhoz a korivhez tartozik, vagyis azon a ,koriven nyugszik”, amelyik
korivet a szogtartomany lefedi a korbél.

DG

Egy kicsit kés6bb meg fogjuk mutatni, hogy egy kérben egy adott iven nyugvo kerileti szogek
megegyeznek!

Def.: K6zépponti szog

Egy korben egy keriileti sz6ghoz tartozé kdozépponti szog az a sz0g; melynek csucsa a kor
koézéppontja, 2 szara 1-1 sugar, mely a keriletigzéghoz tartozo korivi2 végpontjaba fut, és a
szogtartomany tartalmazza az ivet.

(oD (O

Ugy mondjuk, hogy ugyanahhoz az ivhez tartozé/iven nyugvé keriileti és kdzépponti szog.
Nyilvan egy kozépponti szoghdz nagyon sok kerileti szog tartozik...

Fontos: hurhoz két keriileti és'két kozépponti szog is tartozik — a viszonyukrol késébb.

Rajzolj fel'egy hegyes, egy tompa és egy érintdszaru kerileti szoget, majd a hozzdjuk tartozé
kozépponti szoget, €s mérd le mindet! Mit veszel észre?

2D ()

A kp-i szoget mindenki ugyanugy mérte, de a kertleti széget mindenki mashol...



3) Akerileti szog és kozépponti szog kapcsolata

Allitas: egy kdrben az azonos ivhez tartozé kdzépponti szog kétszerese az ivhez tartozé keriileti
szognek.
geometria_H_2 2 keruleti_szog fele_kozeppontinak.ggb

ja a szogtartomanynak.

4. eset: érint6 szaru keruleti szogek:
Ha ACB_ =90° = Qe AB = AQB_ =180°v".
Ha ACB_ <90° =BCQ_=QBC_=90 - oo = AQB_ =2y
Ha ACB_ > 90° = , Kopernikuszi fordulattal”:
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4) A Kerlleti szogek tétele

5)

Tétel: Egy korben ugyanazon az iven nyugvo kerileti szogek egyenlék, megegyeznek a
hozzdjuk tartozo kp-i szog felével.

Biz.: Az el6z6 allitasbol kdvetkezik.

Mivel egy kérben azonos hosszusagu ivekhez azonos nagysagu kdzépponti szogek tartoznak,
ezért kimondhatjuk, hogy azonos sugaru koérdkben azonos hosszusagu ivekhez azonos
nagysagu kerlleti szogek tartoznak; ILLETVE: azonos nagysagu kerleti szogekhez azonos
nagysagu ivek tartoznak.

Egy fontos kdvetkezmény a haromszog szogfelezGjére:
—=Haromszog szogfelezbje a korilirt kor szoghoz tartoezo ivét felezi.

C

Korbe irtnégyszog, illetve adott hurhoz tartozé kerileti szogek
Egyshurhoz két iv tarozik, melyet a hur valaszt el.
Az egyik iven/@ kerliileti szog, igy a hozza tartozd kp-i: 20.
A masikiivhez tartozé kp-i szog igy 360°-20
tehdat a masik ivhez tartozoé kerileti szog: 180°- .

Vagyis az azonos hurhoz tartozoé kétféle keriileti sz6g egy kérben
egymas kiegészit6 szogei.

Tehat hurnégyszog szemkozti szogei 180°-ra egészitik ki egymast — kiegészitd szogek.
Kérdés, ez csak sziikséges, vagy elégséges foltétel is?



Tétel: A latészogkorivek tétele - mértani hely

All: Azon pontok halmaza a sikon, melyekbél egy adott AB szakasz
adott y (0°< v <180°) szog alatt latszodik két — az AB egyenesre
emelt — szimmetrikus nyilt koriv, melyeknek az adott szakasz kozos
harjuk, és az Aill. B nem tartozik hozzajuk. A két nyilt koriv minden
pontja ilyen tulajdonsagu, és mas ilyen tulajdonsagi pont nem
létezik. A két korivet egyutt ,az AB szakaszra emelt o szégl A B
ldtokériveknek” (v. ,latoszégkoriv”’) nevezziik.

Biz.: Mivel 0°< o <180°, ezért szerkeszthet6 olyan 4, melynek két

csucsa A és B, a harmadik csucsnal taldlhaté szog pedig o. Tekintsik ez a“4 koré irt karnek a
harmadik csucsot tartalmazd kérivét (elég az AB tartdegyenesének egyik oldalan, mert arra
szimmetrikus lesz minden).

Ennek az AB-n kiviili minden pontjabdl az AB szakaszt a keriileti sz0gek tétele alapjan o szog alatt
latjuk.

Megmutatjuk, hogy csak ezen pontokbdl Iatjuk y szog alatt a szakaszt.

A modszer ugyanaz, mint a Thalész tételnél

Megmutatjuk, hogy az AB egyenes ezen az oldalan a'kdriven beldli pontokbdl v -ndl nagyobb, a
koriven kivili pontokbdl pedig oy -nal kisebb sz0g alatt latjuk az AB szakaszt. Vagyis a nyilt koriv
minden pontja jé, mas pont pedig nem. Mivel pedig az egész abra szimmetrikus az AB egyenesre,
ezért a keresett mértani helylink valéban,az , ot szogU |atokoriv”.
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Mddszer az ,,o0 szogli latdkoriv” szerkesztéséhez: érintészarut szerkesztiink!

i

Példak
1) Alappéldak
a) Egy 4 két oldal
metsz le. M

130°-0s és 72°-0s koriveket C
72°
130°
Av

b) Egy pon egy korhoz huzott két érint6 76°-os szoget zar be egymassal. Mekkora keruleti
s zik az érintési pontok altal meghatarozott hurhoz.




c) Alap: Adott AB, e, €. Kell Ece -, AEBZ = ¢.

e

d) A-béladott: 7y, mg, sc. Kell a A.

6rivhez [3 és 7y kerlleti szog tartozik. Mekkora or?
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f) Alap.: Allitds: ¥V A-ben egy szdoghodz tartozd szogfelez6 és a szoggel szemkozti oldal
felez6merdlegese a korulirt koron metszik egymast.

g) Alap: 4-b6l adott: a, a, b+c. Szerkesztendé a A. (Elv)
tanm_geometria_H 4 6.ggb

F

m:n‘
v



b) Bizonyitsd be, hogy ha egy hdromszogb6l adott o, a = 3! R (koré irt kor sugara)

c) Allitas: egy haromszogbe irt kdr érintési pontjai altal alkotott A mindig he z0gl! &
Haromszogbe irt kor kozéppontja mindig belsé pontja az érintési p altal
meghatdrozott A-nek. tanm_geometria_H_4_9.ggb

C
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f) Szerkesszilink A-et, ha adott a szogfelez6inek a koré irt korrel adott metszéspontjai: A’, B’
és C'.
AI

,Kipottyant” tételecske:

g) Adott két, egymds metszé
egy szelGegyenest: e

Eszrevétel: Mikor lesz maximalis a terllet?




h) * Adott két egymast metsz6, egyenld sugaru kor. Az egyik metszésponton keresztil kozos
szel6t huzunk. Mi a kozos szeld két kor kozé es6 szakaszfelez6-pontjainak mértani helye?
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V. A hurnégyszogek

54

1)

2)

Definicio és tétel
Def.: A kdrbeirhatd négyszogeket hurnégyszogeknek nevezzik.

D
Tétel — A hurnégyszogek ekvivalens tulajdonsaga-definicidja '
Egy négyszog akkor és csak akkor (pontosan akkor) hurnégyszég, ha
szemkozti szogeinek 0sszege 180°. (kiegészitd szogek.)
Nyilvan elég egy szo6gpdrnak ez a tulajdonsdg, akkor a masik szogpar *
is ilyen. \
§ e
B

Biz.:

Ha hurnégyszog, akkor a+y=180°

Nézziik a BD hurt. Ezt a C-t tartalmazo ivet az A-t tartalmazé ivb6l o szog alatt [atom, igy a C-t
tartalmazo ivbél az A-t tartalmazd ivet 180° - o sz6g alatt latom. (Isd 11./4) v

Ha o+y=180°, akkor hurnégyszog.

Nézzik példaul az ABDs-et. Rajzoljuk kdrbe. Az A csucsot igy a kornek nem az A-titartalmazé
ivébdl 180°- o sz0g alatt [atom. Mivel y=180°- a, ezért C-nek/szukségszertien ezen a koriven
kell lennie. (A masik Iatékériven nem lehet, mert akkor ABED kenkav). v/

Osszefoglalva a hurnégyszégek tulajdonsagait
Mondjunk kiegészit6 szogpdarokat és egyenlé szogparokat az
abrardl! (Alapszogek: o; B; 7y; 0)

D.—F'

Uj ekvivalens &llitas a hurnégyszogre:

ABCD = hurnégysz. < ADB_= ACB_ és AB-nek ugyanazen az
oldalan vannak.

Biz.: trivialis

FIGYELEM: sok esetben ezzel a modszerrel latjuk be, hogy egy négyszog hiurnégyszog!

Tehat mikor hirnégyszog valamely négyszog? Akkor, ha:

e van 6lyan Q pont, amelyre QA = QB = QC = QD (Koérbeirhatd)

oldalainak felezémerélegesei egy ponton mennek at (ez a koré irt kor Q kézéppontja);
ha szemkozti szogeinek 6sszege 180° (az abran példaul a + ¢ = 180°);

ha egy'Szoge €s a vele szemkodzti kils6 szoge egyenl6

ha egyik oldala két masik csucsabdl ugyanakkora szégben latszik

(példaul ACB_ = ADB.).

EGYIK LEGNAGYOBB HASZNUK: OLYAN SZOGEK EGYENLOSEGET LEHET VELE BELATNI,
AMELYEKNEK LATSZOLAG SEMMI KOZUK EGYMASHOZ!!! (Se nem vaéltészogek, se nem
csucsszogek, nincsenek egybevagd A-ekben...)

VAGYIS SOKSZOR SZOGEK EGYENLOSEGENEK BIZONYITASAHOZ HURNEGYSZOGET
KERESUNK!!!



VI. Gyakorlas
1) Alappélddk
a) Az ABC4 T, talppontjabdl merélegest allitok G
az a és a b oldalakra.
Allitds: CT"T' ,=CT T,

C

Ta

Ty,

Te
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2) Gyakorldpéldak
a) * Egy ABC4 oldalain vegylink fel egy-egy pontot: A’ B’ C'. Ezek 6sszekot6 szakaszai az
eredeti 4-b6l 3 kisebb A-et metszenek le. Mutassuk meg, hogy e harom haromszog koré
irt korok egy ponton mennek at!

b) Szerkessz hurnégyszoget, ha adott a
atloja.




VII. Hurnégyszogeket felhasznalé tételek - példak
1) A Magassdgpont tiikorképe az oldalakra

Tétel: A A M-pontjanak mind az oldalakra, mind az oldalfelez6-pontokra vett tiikorképe: M’e K
(koré irt kor). Ma

2) A Simson (Wallace) egyenes
Allitas: Ha az ABC haromszog korilirt korének tetszéleges P
pontjabdl mindharom oldalegyenesre merélegest
bocsatunk, akkor a merélegesek talppontjai egy egyenesre,
az un. Wallace egyenesre illeszkednek.

3) Egyenl6oldalt haromszog koreé ikt kor

Egyenl8 oldalt A koré irjunk kort. All.: az A-t nem tartalmazé BC iv barmely P pontjara igaz:
PA=PB+PC.
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VIII.Az érinténégyszogek
1) Definicio és tétel

58

Definicié — Erint6négyszog

Erinténégyszog az a négyszdg, melynek oldalai egy kdrnek érintgi.
Az érint6négyszog tehat biztosan konvex ©.

Tétel — Az érinténégyszogek ekvivalens tulajdonsaga-definicioja
Tétel: egy konvex négyszog pontosan akkor érinténégyszog, ha két-két szemkozti oldal-
hosszanak 6sszege egyenlé. D

Biz: --- R S
Erinténégyszdg = a+c=b+d
ST: /

Erinténégyszog < a+c=b+d

Indirekt:

Berajzolom az g, b és d oldalegyenest érint6 koért.

Ind. Felt.: tegylik fel, hogy DC nem «érintia kért. Ekkof
behizom a c oldallal parhuzamos érint6t: DoCo.: Az el6z6
tétel alapjan: a+co=bo+do.

Ha az AD és BC egyenesekasmetszespontjatdl tavolabb,
,bentebb” hazok parhuzamost . (D’C"), akkor: bo+do.
csokken, a+co né, vagyis nem egyenlék.

Ha kozelebb: akkor bg+doe. nGvekszik, a+co esokken, vagyis nem egyenldk.
Tehat az érint6 rdesik a c oldalra, vagyis c érintd.

A

D

Hibas irdny:belerajzolok egy 3 oldalt érinté kort.
Nem rajzolom be az a oldait.

Meghdzom a 4. oldallal parhuzamos érintét: ekkor: Af B'
DC+AB=AD+BC A B
Ha_,bentebbl huzokdéparhuzamost: a+c is csokken, és b+d is 7" B"
csokken.

Nyilvdn Kihasznaltuk, hogy a négyszog nem paralelogramma: de akkor ott, haigaz ra, hogy
a+c=b+d, akkor az rombusz, és az biztos érint6négyszog. (miért?)

2) Az érinténégyszogek és hurnégyszogek kapcsolata

a)

Az érintonégyszogek érintési pontjai hurnégyszdget hataroznak meg.




b) * Tétel: Egy érint6négyszog < hurnégyszog, ha a szemkozti érintési pontokat 6sszekotd
szakaszok merGlegesek.

c) * Allitas: Ha egy hurtrapéz érinténégyszog, akkor a ma : értani kdzepe.
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A parhuzamos szel6k tétele

A parhuzamos szel6k tétele illetve a parhuzamos szel6szakaszok tétele
Avagy ahol a geometria és az algebra masodszor taldlkozik. (Els6 talalkozas: a Pitagorasz-tétel)
1) Segéd-tétel — hdromszogek, paralelogrammak
Ha egy Q sz0g egyik szardra AB=CD szakaszokat mériink fel és a végpontokon keresztil a masik

szdrat is metsz6 parhuzamosokat huzunk, akkor a kimetszett szakaszok is egyenl6k lesznek.
Biz.:

2) Konkrét raciondlis arany
Legyen most: AB:CD=5:7.
All.: Ekkor ugyanugy eljarva, mint
AB AB' 5

cD CD 7




3)

4)

A parhuzamos szel6k tétele, csak racionalis aranyokkal bizonyitva

Ha egy sz6g szdrait parhuzamos egyenesekkel metsszik, akkor az egyik szdron keletkezé
szakaszok hosszdnak ardnya megegyezik a madsik szdron keletkezett megfelel§ szakaszok
aranyaval.

AB:CD=p:q. (Figyelem: rac/rac=rac, s6t két irrac aranya is lehet racionalis!)

Bizonyitas

Osszuk fel AB-t p, illetve CD-t g egyenld szakaszra. Ez esetben egyenld x szakaszok keletkeznek
AB-én és CD-n. Huzzunk az osztépontokbdl az eredeti parhuzamosokkal pdrhuzamos
egyeneseket. Ekkor az A’B’-n és a C’D’-n a Segédtétel szerint egyenlG y szakaszok keletkeznek.

n’ ' i A'B' . AB
AB:py CD:qy |gy =p y=R= v

C'D' q.y q CD

Q A BN .G R
Nyilvan teljesen mindegy, hogy egy el6re felvett egységunkhoz képest egész, racionalis vagy

éppen irracionalis hosszisaguak az AB és CDyszakaszaink, egyediil az a fontos, hogy aranyuk
racionalis legyen:

=ﬂ. Ugyanigy lehet AB=5-/2 és CD=8-/2.

8
8 7 B_3
7 21

Pl.: AB=—, CD=~. Ekkor: ——=
3 5 CD

5
FIGYELEM: Természetesenaz allitds az abran MINDEN MEGFELELO SZAKASZPARRA IGAZ, IGY
a QA és QB szakaszokra is!

A parhuzamos szelGk tételének megforditasa
a) Probdljuk megfogalmazni a megforditast!
\ligyazat — |asd abra!
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b) A parhuzamos szel6k tételének megforditdsa: ha két egyenes egy sz0g szdraibdl a
CSUCSTOL MERVE olyan szakaszokat vag le, amelyek hosszanak aranya mindkét szaron
megegyezik, akkor a két egyenes parhuzamos.

Biz indirekt.: Legyen QA:QB = QA":QB’. Tegylik fel, hogy 3 a QB’ szaron egy
B"#B’ _, BB” || AA’. Ekkor: g—’;=g—A az eredeti feltétel alapjan. Ugyanakkor a parhuzamos

szel6k tétele miatt: %=%.

QBH
i QA' QA‘ . ’ ”n oz r1—p” ®
lgy: =—=—=__Vagyis QB’=QB", igy B’=B".
gy QB' QB gy gy =

B B
A _A.
Q A' B' B" Q Al B'

5) A Parhuzamos szelGszakaszok tétele

Egy sz6g szarait metsz6 ||-okbé| a szogszarak‘@ltal kimetszett szakaszok hosszdnak ardnya

megegyezik a || -ok altal az egyik szarbdl kimetszett, esticstol indulé szakaszok ardnyaval: QA

=ﬁ (Nyilvan akkor a masik szarbdl kimetszettekével is.)

Biz.:

Nézziik a B csticsu szogetd

Hazzunk A-bdl pdarhuzamost “QA’ szarral. Ez A”-ben metszi BB’-t. Mivel A’B'A”A
paralelogramma, ezfét A”B’=AA’-vel.

Nézziik a QBB’-szOget, és alkalmazzuk'ra a QB’ és AA” parhuzamosokkal a garhuzamos szel6k
tételét: A




Il.  Példak

1) Alap
a) Osszunk fel egy szakaszt Adjuk meg egy szakasz
5 egyforma részre 3:4 aranyu H osztépontjat!

Es hogy osztunk egy szakaszt: 1% :2:2,3 ardnyban?

Es hogyan v2:4/3 aranyban?

b) Szamitsuk ki a hia
Otletek: Ha leh It adatokkal dolgozzunk: nem hurcoljuk magunkkal a

I6ba kerlljon az ismeretlen: igy konnyebb dolgozni
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d)

Metszd egyenespdrt parhuzamosokkal szelek. Szamold ki a hidnyzé adatokat!

Adott egy ABCD paralelogramma. AB=26, AD=15. osszabbitasan:
BP=13. DPNBC=M. Mekkora BM?

15

B 13 p

Trapéz
Trapéznal a kiegészité A4 ol

rapéz két alapja 8 és 5 egység.
FG[|A G:GB=4:3
ra FG?

Adott egy trapéz. Adataj

D

Alapétletek a trapézzal kapcsolatban:

$ Kiegészité haromszég (,Kalap”).

$ Pdrhuzamos az egyik szdrral a trapézon beliil.

¥ Szdr felezépontjgra  torténd  tiikrézés =
Paralelogramma keletkezik.

¥ Atlék meghuzdsa utdn a szdrakon taldlhaté
hdromszégek teriilete egyenlé.




2) Pdrhuzamos szel6k, szel6szakaszok tételének alkalmazasa
a) Osztépont
Adott egy A. D az AB-t A-hoz kozelebb: 2:5 ardnyban osztja. E a CD-t D-hez kdzelebb 3:7
aranyban osztja. Milyen aranyban osztja BC-t a H?

C

Adott egy 4. D az AC-t C-hoz kdzelebb: 3:2 aranyban osztja. E a BC- ez kozel :5
aranyban osztja. Milyen aranyban osztja BD
-ta G?

B
b) Adott két négyzet az dbra és ED a BC-n metszi egymast.
C
G F

y haromszoget, melynek 6k egy ponton athalado egyenesei...

D C
G F
A B E
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c) Adott e és f, nem pdrhuzamosak. 3 parhuzamos egyenessel elmetssziik 6ket, melyek
tavolsaganak ardnya: 5:7. A két hosszabbik, kimetszett szakasz: 8 és 11 egység. Mekkora
a harmadik szakasz?

Mo.:
El6szor is vegylk észre, hogy a tavolsagok aranya megegyezik a...

Vegylk észre, hogy itt trapézokkal dolgoztunk, és Gjra az e
elé...

trapéz-alapotlet” kerult

d) Adott két kor: r1=9, r.=4, d(Q1;Qz2)=2
centralist?




b) Kell a-b hosszusagu szakasz.
Mo.: Vegylik észre, hogy nem mindegy, mekkora az egység! Ha mindketténél nagyobb,

akkor az Uj hossz kisebb lesz mindketténél, stb. Ez azt jelenti, hogy nem elégazaésab
szakaszt megadni, kell e is.

1 .
c) Kell: — hosszusagu szakasz.
a

d) Kell: b2 hosszusagu szakasz.

\ 4

bdnni, akkor sokszor érdemes

Otlet: geometriGban ha szakaszo
! Wuzamos szel6szakaszok tételére

,keresztbe-osztani”, majd a
(illetve hasonldsdgra) viss

lll. A szogfelez6 és egyéb felad
1) A Szogfelezd tétel

Otlet: szogfelez8knél sokszor...

Szogfelez6 tétel: A belsd szogfelezbje szogfelez6 a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak
hosszanak aranyaban osztja.
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Mdsféleképp: tanm_geometria_i_ 2 11 szogfelezo t terulettel.ggb

Nézzlik az ADC4 és a DBC,4 terliletét:

Mivel D tdvolsaga a-tél és b-t6l egyenld, ezért a két
haromszog teriletének aranya: b:a.

Ugyanakkor ha ugy nézziik, akkor az egyik haromszog
alapja c1, a masiké c;, €s mivel a magassaguk k6z6s (mc) -,
és a terlletiik aranya b:a

=c1:c2=b:a

Kils6 szogfelez6
All: PA:PB=b:a(=c1:¢)

Osszegezve: Ha a haromszog egy csuagsabol meghtzzuk a kilsé v. belsd szogfelezt, akkor
az olyan pontban metszi a szemkozti. oldalegyenest), melynek a szemkozti oldal két
végpontjatdl vett tavolsaganak.aranya egyenld a/végpontokba futd oldalak hosszanak
aranyaval.

Mindennek fontos szerepe lesz az un. Apolloniosz-kordknél:

Apolldniusz kor azon pontok halmaza (mértani helye) a sikban, amely pontoknak két
adott ponttdl vald tavolsagainak aranya allandé.

geometria_ | 3 1 c_apolloniusz.ggb

** Azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek az A-tdl és B-t6l vett tdvolsaganak
aranya: 1:2, az egy kor!



2) Példak
a) Mekkora szakaszokra
bontja fza b oldalt? C

Szamold ki a,b,c paraméterekkel, hogy mekkora szakaszokra bontja f;, a c old

b) Gyakorldopélda: Egy ABC4 oldalai a,b,c. Az AB oldalanak F fe
hdzok fy-val. Ez a masik két oldalegyene
szakasz a hdromszog oldalaibdl kifeje

ontjabdl parhuzamost
an és G-ben metszi. Mekkora AG és BH

\ 4

2

HF: Mutasd meg, hogy L+L=
FH FG f,
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c) Az ABC4 AB oldaldnak felez6pontja F. Messe az AFC, szogfelez6je az AC oldalt D-ben, a
CFB szog szogfelezGje a BC-t E-ben. Bizonyitsuk be, hogy DE|| AB!

C

d) Adott egy Q pontbdl indulé 3 egyenes. Messiik el Gket 2
Mutassuk meg, hogy a-b’=b-2’

e) Vegylk fol az ABC4 A
oldalt, majd A-bdl é
meghosszabbitasa

Mutassuk m




f) Adott az ABCD trapéz. Az atlok M metszéspontjan keresztil huzzunk a két alappal
parhuzamost. Mutassuk meg, hogy a trapézba es6 szakaszat M felezi.

c C

D
E1/ x h's E2

Al - B

g) Adott egy haromszogbdl: g, b, fy. Szerkesztendd a A. :
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Geometria - I: A hasonldsag
I.  Akozéppontos hasonldsagi trafo
1) Szemléltetés

a) Vetit6gép
geometria_J 1 2 kozeppontos_hasonlosag.ggh

a)  Abrak a tablan, valasszuk ki a szerintlink hasonldkat!

alakzatok
Szabalyos haromszogek

s alakzatok Egy akarmilyen hdromszoget
megnagyobbitunk...




d) Szemléltetés: kozéppontos dbrdkon (négyzet, hdromszog, kor
A=+2 A=-0,8
Cl

e) Megfigyelés: ag tlinik, mintha
parhuzamos Ienne mlnden megfelel6 oldal — parhuzamos szel6k és szel@szakaszok
tétele. De meg kell forditani: el6szor kell egy definicid, ami ehhez hasonlit!

2) Definicié és tulajdonsagok
a) Def.: A kdzéppontos hasonldsagi transzformacio.

Legyen adva egy Q pont és egy Ac R\{0;1}

Ekkor QM ): S—S; PP, ahol: P'=P, ha P=Q, egyébként:
P’QP kollinearis és
P’Q=|A|-PQ
A>0 esetén: Q nem valasztja €l P>t és P’-pt,
A<0 esetén: Q elvalasztja P-t és P’-pt.

Figyelem, sz6hasznalat! Megesik; hogy azt mondjuk, hogy
,Q-bdl nagyitsuk P pontot”.
Kézben: P pont'nem lesz nagyobb:..
Az is lehet, hogy A éppenséggel: 0,2
Nyilvan helyesenmondva: pl.: jvegytik P-nek Q-bdl vett A aranyu, kozéppontosan hasonlé
képét”.

b) 4 Szerkessziink'a definicid szerint pontot

QXZZ(P) Q?»:—Z/B(P) Q}u: a: b(P) vagyis:
.P
Po
. . P
Q q .
Q .
a
b
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¢) Tulajdonsagai:
llleszkedéstartd
e Nem tdvolsagtartd, de szakaszok aranyat megtartja = szogtarté
e Altaldban nem szimmetrikus: kivéve: A= —1 — ez kp-os tikrozés! (és 1, de ekkor
identitas fv.; tehat A=1-gyel nem foglalkozunk)
e Koriljaras tartd
¢ injektiv (kdlcsondsen egyértelm)
e Egyenes képe egyenes
e Fix pont, fixegyenes, fixalakzatok, invarians alakzatok |A|#1 esetén:
o Fixpont: Q. Minden mds pont képe mads tdvolsagra keril Q-tdl, ragy a madsik
oldalara.
o Fixegyenesek, fix alakzatok nincsenek, hiszen valtoznak a tavolsagok, és kiilénben
is, csak egy fixpont van. (A=—1 pedig kp-os tukrozés...)
o Invarians egyenesek: Q tartdpontu sugarsor v. egyenessereg.
Invarians alakzatok: mivel valtoznak a tawolsagok; ezért,csakis nemskorlatos
alakzatok lehetnek ezek: pl. félsik, ha Qe hatarvonal
d) Bizonyitdsok (csak az 4brat nézziik): a parhuzamos szel6k tetelével, és annak
megforditdsaval.

e) Szerkessziink a definicié szerint:
(i) Haromszdg képét: =+2 AzA csticsbol.

A B
(i) "Négyzetet képét: A = a:b:, D C

(iii) Kor képét: A =-3
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(iv) Nagyitsunk fel egy ABC haromszoget ugy, hogy az ,,a” oldal egy adott a’ szakasszal
legyen egyenld!
A ,vissza a kdlyhdhoz megoldas”: A =a’:a

Ravaszabb megoldas:

f)  Szerkesszlink négyzetet egy hdromszogbe:
g) ,Mintha mar kész lenne” Vakabra
C C

or ,be kellett allitani” az alakzatot egy v. kett§ egybevagdsagi transzformacioval,
hogy azutan kozéppontos hasonldsagi traféval dolgozzunk.

b) Def: A hasonldsagi transzformacid egy (vagy tobb) kozéppontos hasonldsag — g( ) fv. - és
egy (vagy kettd) egybevagdsagi transzformacio - f( ) fv. - kompozicidja.

gof
Figyelem: fog # gof. A végeredmények egybevagodk lesznek ugyan, de nem ugyanott...
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c) Rajzoljunk kézzel ilyet — egy hdromszog és valaszthatdn tengelyes tiikrozés, forgatas majd
egy —2-szeres nagyitas. Ugy tervezd meg, hogy férjen ide!

d) Tulajdonsagai
e illeszkedéstarté
e nem tdvolsag, de aranytarté = szogtartd
e Altaldban nem szimmetrikus
e Havan benne egy tengelyes tlikrozés, akkor a koruljarast megvaltoztathatja.
® Injektiv
® egyenes képe egyenes
e fixalakzat, invaridns alakzat altalaban nincs (fixpont altalaban van)

Hogyan tudnad e két négyzetet egymadsba transzformalni?
geometria_J_2_ 1.ggb

2) Hasonlo alakzatok
a) Def: ... két alakzat hasonlé, A~ B ha 3 olyan h( ) hasonlésagi trafd, amelyre h(A)=B.

Def.: Két hasonldé alakzat hasonlésdganak aranya annak a kp-os hasonldsag aranydnak

abszolut-értéke, amelyfegy egybevagdsagi transzformadcioval a két alakzatot egymdsba

viszi.

Vegyik észre, hogy két hasonld alakzat oldalainak aranya, illetve sz6gei megegyeznek:
Pl. hanABCsben a=5,7 b=4 c=7,2 akkor ha a’=3,8 akkor a mdasik két oldal mar
szamithato, hiszen: a/a’=b/b’ stb.

C
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b) Példak hasonld alakzatokra
(i) Két kor (hogyan) tanm_geometria j 2 2 b 2.ggb
Allitas: K1(Qu;r1) = K2(Qa;ra). (ri#r2). Egyenl8ség esetén trivi.

-
T\

\

2 )
Q, |

/

>\\

f
f
|

!

.

Vagy: megszerkesztjlik a kozos érintéket...

(ii) Két négyzet: hogyan? tanm_geom

c) Haromszogek

16, ha: tanm_geometria_j 2 2 b 3.ggb

elel6 oldalaik aranya egyenl6: a:a’=b:b’=c:c’

ét-két szdgiik megegyezik (ezt szoktuk legtdbbszér hasznalni) a=o’; p=p’. (Ugy

szoktuk mondani, hogy harom szégik megegyezik.

e Ha két-két oldalhosszuk aranya egyenl§ és az altaluk kdzrefogott szogek is egyenlbk:
a:a’=b:b’, =7

e Ha két-két oldalhosszuk aranya egyenl6é és a nem kisebbikkel szemkozti szogek is
egyenlék: a=b, a:a’=b:b’, a= o’
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d)

Példa: a=5, b=4, c=3. a’=7. Mekkora a b’ és a c’?

. a a a

e) Négyszog - buktatok <>
Vegylk észre: nem elég az oldalak aranya: a a a a
négyzet <> rombusz stb. &_

b b

Nem elég a szogek egyenl8sége: L
négyzet <> téglalap; v. trapézok stb. / | / \ D

f) Két sokszdg hasonld, ha a kovetkez6 feltételek egyike teljesul:
e megfeleld oldalaik és atloik aranya megegyezik.
¢ megfelel6 oldalaik aranya megegyezik, és a megfelel6'szégek paronként egyenldék.
A hasonldsag: reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, vagyis ekvivalencia relacio.
= osztalyfolbontdst indukal!
Pl.: a 40°, 50° és 90°-0s haromszogek osztalya
igy alakzatok keresésekor elég az osztalyfolbontdsbol egy elemet megtalalni, és mar csak
egy konkrét adat kell az alakzatbol!

g) Specialis alakzatok hasonldsaga: ha két szabalyos n szog...
Ha egyenl6 szaru A: elég.a szarszog v. alapon fekv6 sz0g. De vigyazat, nem kevesebb az
informacio!

lll. Gyakorlas
Figyelem: ha kp-os hasonldsagi trafot kérnek: meg kell adni a kp-ot, és a hasonldsag aranyat!
1) Alap
a) Adott Qf ABGy4, e. Kp-osan trafozzuk ABC-t Ugy, hogy A’ az e-re essék, vagyis: Kell QM )

78

QMABC) esetén A'ce.
tanm_geometria j 341  hdromszog_trafézasa.ggb




b) Egy a=6, b=8 ¢=10 cm oldali hdromszogbe szerkessziink egy négyzetet, melynek egyik

oldala a c oldalra illeszkedik.
Szamitsuk ki a négyzet oldalat!

Mo:
c
b a
A
C
c) Adott egy téglalap. Vag egy egyene egy hozza hasonld téglalapot.
tanm_geometria_j_3_

D

Ha a két oldala 7 és 3 egység, mekkora lesz a levagott téglalap két oldala?
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d) Hosszabbitsd meg az ABCD hurnégyszég nem parhuzamos szemkozti oldalat ugy, hogy
azok E-ben messék egymadst, illetve huzd be a két atlojat. Keress hasonlé A-parokat az
abran!

e) Hasonldsag szamolasa: A. ABC4: a=6, b=4, c=2,5.

ABC.: a=8; b=4; c=6. QMABC,): a’=3,5.

f) A-b6ladott: o;[3; és o azelv.)

Otlet: HA MAR KET $ZzO0G MEG VAN ADVA EGY HAROMSZOGBOL, AKKOR HASONLO
SZERKESZTHETO. A 3. ADAT LEHET AKARMILYEN MEGHOKKENTO: PL.: A-b6l adott o;f3és
QQ’ tdvolsdg (beirt és kortiilirt kér kp tdvolsdga)

80



g) Az A/4-es lap olyan, hogy mar az els6 megfelel6 félbehajtaskor hasonlot kapok, un. A/5-
0s lapot. Mennyi az A/4-es lap két élének aranya?
D C

A B

h) Egy haromszog oldalai: a=15 b=8 c=17. Mekkorak annak a két haro ygnek az

melyekre az m¢ vagja ketté a haromszoget?

\ 4

35 az

i) Egynégyzetet nagyi onbsége adott hosszusagu legyen.

B

, a=20 cm, akkor mekkora A?

81



82

j)

Egy egyenl6szard A alapja 42 cm, szarai 35 cm hosszuak. Milyen tdvol van az M, az S, a
koré irt (Qu), és a beirt kor kozéppontja (Qz), alap egyenesétdl?

Mo.:
M:




k) ABC4: mat+mp=14, a=16 b=12. Mekkora m, és mp? (Vagy: szerkesztendd a A4.)
C

Ta

[) Két, egymast kiviilrgl érinté kor érintési pontjan at hdzott szeld a imetszet ok
hosszdnak aranya: 13:5. d(Q1;Q2)=36. Mekkorak a sugarak?

m) Adott egy paralelo
A DE szel6 me

atlén egy E pont, tovabba az AE:CE=m:n arany.
le az a oldal meghosszabbitasabadl?
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n) Egy egyenlGszaru hdromszog AB alapja 10 cm. Szarai 13 cm hosszuak.
Mekkora az m: magassaga? Mekkora a beirt kor sugara?

2) Hasonldsaggal (is) bizonyithatd ismeretek
a) Allitas: hasonlé sokszogek keriiletének ardnya a hasonldsag

Biz.: k=Zn:a,. :>k'=zn:a',=zn:( A-q)= ﬂ-zn:a,. =
i=1 i=1 i=1

i=1

b) Az aranymetszés A -e. (A Pitagorasz-tételnél mar lattuk)

sek:
e F:fdkusz (v. gyujtépont) F

e v =vezéregyenesv. direktrix,

e d(F;v) = a parabola paramétere = p (tdvolsag, adat)

e av-re mer6leges, fékuszon athaladd egyenes: tengely
e tengely N parabola: tengelypont v. csicspont

e vezérsugdr: a fokuszbdl a parabola egy pontjadhoz huzott szakasz




d) Akozépvonalak és a sulyvonalak tulajdonsagainak bizonyitdsa hasonldsaggal.

e) Adott két kor: d(Q1;Q2)=15, ri=7, r.=3. Hol metszi a kozos 6 érints a centralist?

f) ABCus-ben fync=
kifejezve?

ekkora ennek a || -nak a A-be esd szakasza, a és b-bdl
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g) Milyen aranyban osztjak egymast a belsé szogfelez6k a haromszog oldalaival kifejezve?
Pl.: AE:ED=?

1. Mo.:




IV. Tételek Derékszogl A-ekben
1) Az mc meghuzdsa utan hasonlé A -ek a derékszogl A-ben:

Az dbrdn mely haromszogek hasonlitanak egymasra?

C
Ve b a
Irjunk fel ardnyokat! e

A C1 TC C2 B

2) A magassagtétel — csakis derékszogli haromszogben!

a)

b)

Tétel: Derékszoqli A-ben az atfogéhoz tartozdé magassag hossza mértani kozepe annak a
két szakasz hosszdnak, melyre a magassag az atfogot osztja (az atfogo kétiszeletének),

vagyis m, =,/c, ¢, vagy m’ =c, -,

Tipikus hiba: barmely haromszogre képesek alkalmazni‘a diakok, pedig'csak derékszoglire
igaz!

Biz.:

mc=,/c,-c, < négyzetre emelink ( & hosszok)!!!

& md=ci1-c2 < keresztilosztunk, mert aranyokkal dolgozink sokszor

S me/ci=co/mc &

< a hasonlésagok miatt, a megfeleld szogekkel szemkozti aranyok!

(Vagyis: A= 4)
C
a
Szokték ugy is tudni a tételt, hogy mc?=ci-ca. 5 e
Lehet8ség téglalappal egyenloy teriletli négyzet
rk Ssére. H n?
szerkesztésére. Hogya M S B

Egy derékszogli haromszog mc magassaga 12 egység, A Tc talppontjatol a B csucsig terjedd
szakasz 16 egység. Mekkorak az oldalai?

C
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c)

d)

e)

Két szakasz szdmtani és mértani kozepének szerkesztése, illetve a szdmtani-mértani kozép
kozti 0sszefliggés

Legyen a két szakasz hossza: x és y. Legyen az AB szakasz = x+y.

Rajzoljuk meg a Thalesz kort, és a magassagot huzzuk be: m..

A Thalesz kor sugara: (x+y)/2, _-\\C
a magassaga: \/xy . 1'//

(mc2=X'V)

A|l =

A szamtan-mértani kézép kozti 0sszefliggés:

Legyen 0<x;y. Ekkor: 22 > xy (5)e (x=y

4_
1. Biz.: xTy > /Xy S mindkétold. + > X*+2XY+X°2AXY,
& X2-2xy+y?20 < (x—y)2>0 v (=) & (x=y)
2. biz.: Magassagtétellel. Illessziik egymas mellé az x és y hosszlisagu szakaszt, majd erre,
mint atmérdére emeljlink egy derékszogl A-et.

igy lathatd, hogy valdban igaz a tétel. Egyenléség < ha mc=r, vagyis x=y.

Egy 42 cm atmérgjl kor atmérgjén kijelolom a 2:5 és 5:2 aranyu osztopontokat. Ezekre
merdGleges szakaszt dllitok az dbra szerint. Milyen alakzat.az ABCD? Mekkorak az oldalai?

D

Hy

[ ————

B

Egy derékszogl haromszog atfogdjat a magassdga egy 6 és egy 12 cm hosszu szakaszra
vagja. Mekkoraka befogok?
Mo: C




3) Befogd-tétel — csakis derékszogli hdromszogben!
a) Tétel: Derékszoqli A-ben a befogd hossza mértani kozepe az atfogdra esé L vetiilete és az
atfogd hosszanak.
Tipikus hiba: barmely hdromszogre képesek alkalmazni a didkok, pedig csak derékszoglire
igaz!
Biz.: b=./c,-c < négyzetre emeliink ( & hosszok)!!!
& b?=c1-c & b/ci=c/b
< a hasonlésagok miatt, a megfelel6 szogekkel szemkodzti aranyok!
(Vagyis: A=

4)

Uj lehetSség téglalappal egyenld teriilet(
négyzet szerkesztésére.

4) Példak

a) A Pitagorasz-tétel bizonyitasa befogé : a hosszUsagu szakasz. Kell Ja
tétellel

derékszogl haromszog, oldalai 8; 15 és 17 cm (Pitagoraszi szdmharmas)
ora szakaszokra vagja az atfogdt a hozza tartozé magassag?

C
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d) Derékszogl A-ben a és b-bél fejezziik ki, milyen ardnyban osztja m. az atfogoét.

Konkrét szamokkal: a=7 b=24 c=25 cm.

e) Adott két, egymast bellilrél érint6 r és 2r sugaru kor cen jltal elfele része. Legyen

Pe ]A;QJ. Hazzunk P-b6l L-t a centrélisra. Ez a kisebbik ko an, a nagyobbikat L-ben
metszi. Mutassuk meg, hogy AL?=2AK>.

L




f) Egy derékszogl A befogdinak aranya: 3:2. Az dtfogdnak a hozzd tartozé magassagvonal
altal levagott szeletei kozil az egyik 2 cm-rel nagyobb a masiknal. Mekkora az atfogd?

g) All: DA-CD3=CE*-EB

B
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V. Pont korre vonatkozd hatvanya

92

1)

2)

Kils6 pontbdl korhoz huzott érint6- és szel6szakaszok tétele
Kils6 pontbdl egy korhoz huzott szelének a ponttdél a korrel alkotott metszéspontokig terjedé
szel@szakaszainak a szorzata allandd = a pontbdl a kérhoz huzott érint6 négyzete.

PA PA' .
Biz: PA-PB=PA’-PB’ & ——=—— < PAB’=PBA’, és
PB' PB

ezek a megfelel6 oldalak.
A hasonlésag a latékoriv  tétel miatt:
PB’AZ=PBA’Z, és a A-ek masik szoge kdz0s.

Mennyivel egyenld ez a szorzat?

PAEA=PBEA
Ui.: P-nél taldlhatd szogiik kozos, illetve az AE ivhen nyugvo ABE kerlletinés AEP érintészaru
kertleti szogek egyenlék: PBE_ =PEA_.

(ezek a megfelel6 oldalak) =
PA_PE

PE  PB < pPA-PB=PF?

Emlékezziink arra, hogy PE?=PQ?-r* = (PQ=r)(PQ+r)=PA:PB

N AN\

Bels6 pont #Hurtétel
Egy kor belsé pontjan athaladé barmely hur - a pont altal meghatarozott - 2 szeletének
szorzata allandé.

A B A B

P P

PA-PB=PA’.PB’ =

pA CPAI

PB'= PB < PAA’~PBB’,,
és ezek a megfelel6 oldalak. Al e

A hasonldsag oka: azonos iveken nyugvé kerileti szogek megegyeznek.



Mennyivel egyenld ez a szorzat?

Huzzuk meg PQ atmérét: ekkor latszik:
PA-PB=PA’-PB’=(r—d)(r+d)=r>-PQ>.

Itt nincs érint6, ezért ezzel jellemezhetjik ezt a szorzatot.

3) Példak

a)

Alappélda: adott A, B, és e. Kell ks|enk|=1 és A,
érinté kor.)

Mo.: Vegylk észre, ez ekvivalens azzal a szélsGérték felada
e-n, amelybdl a legnagyobb szog alatt latom AB szakaszt.

e illeszkedd, e-t

ogy keressiik azt a pontot

Nyilvan, ha

Vegyiik észre: ez egy e vezéregyenesl, A fokuszpontl parabola és az flas
metszéspontjanak keresése!
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b) Adott egy kor, rajta kiviil P. Adott P-bdl szel6 a korhoz: PA=11, AB=5. Szerkesztend§ egy
olyan szel6 P-n keresztiil, melynek a kdrbe es6 szakasza: A’B’=8 cm. Figyelem! Tobbféle
megoldasi is van!

c) * Adott két egymast metsz6, nem szikségképpen
metszésponton keresztil kozos szel6t huzunk. Mi a k
szakaszfelez6-pontjainak mértani helye?

. Az egyik
szel6 két kor kozé esd

ez6jének hossza: f*=a-b—ci-c,.




Adott egy haromszog: a=7; b=24; c=25 cm. Milyen hdromszog ez? Mekkora a legnagyobb sz6g
szogfelezGje? Mekkora a beirt kor sugara? A beirt kor kozéppontja milyen tdvol van a C-
csucstol?

5) Pont korre vonatkozé hatvanya, korhatvany
a) Osszesits definicié
P kiilsé: PE?=PA-PB=(d-r)(d+r)=d’-r? >0

Pek: PE?=0= d2-r?(d=r)
P belsé: PA-PB=(d—r)(d%r)= d’-r? <0

A

A P ponthak a K(Q;r) vonatkozé ,hatvanya” legyen d?-r?, ahol: d=d(P;Q), r pedig a sugar.
Jelezziik a kévetkez6 maodon: K(P)=d?-r2.

Vegylk észre, hogykiilsé pontndl a pont korre vonatkozé hatvanya a pontbdl huzott
érint8szakasz négyzete.

Vegylk észré, hogy nincs szikséglink a kor megrajzoldsara, csak két adatra: r és
d(P;Q).

Ahogy a P=Q-bdl kifelé tartok a P-vel: K(P) szigordan monoton ndé. Minimuma:
K(P)=K(Q)=—r?, majd amikor elérem a kort: K(P)=0. Ezutan is szigorian monoton né.
A k6zépponttdl egyenld tavolsagra taldlhatd P pontoknak ugyanannyi a hatvanya.

A korvonal pontjaira a kdrhatvany értéke 0, a koron bellil negativ, a koron kivil pozitiv.
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b)

Definidlunk egy fliggvényt: Adott K(Q;r). Legyen a fv. neve K( )

K():S—R; K(P)=d >-r?, ahol d=d(Q;P)

A fliggvény a ponthoz hozzarendeli a pontnak a korre vonatkozé hatvanyat, tehdt a z
tengely mentén megjelené figgvényértékek a megfelel6 pontnak a korre vett hatvanyai.
Legyen Q(u,v), P(x,y)

Ekkor: (x=u)?+(y-v)?-r? a hozzarendelési szabdly.

Mi lehet a zérushely, vagyis hol metszi a fliggvény az xy sikot?
Nyilvdnvaldan a Q kp-u r sugaru kor pontjaiban. Vagyis ez a kor a zérushely.
Hogy taladljuk meg ezeket a pontokat? Ahogy mas fv-eknél is: egyenlettel.
Ez lesz a ,koregyenlet”:

(x—=u)*+(y-v)?>-r’=0 Ennek (x;y) megolddsai a koordinata sikon az Q
pontjai, és csakis azok.




VI. Hasonlé alakzatok tertiletének aranya - és térfogataranyok
1) Tételek
a) Hasonld négyzetek terilete

Kénnyen lathatd, hogy egy kétszeresére nagyitott négyzet terllete a
négyszerese lesz, illetve egy felére kicsinyitett négyzet terilete a
negyede.

D! '

Altaldban négyzetre:
Tasco=0". D C
QMABCD)zA'B'C'D’,

QMa)=a’ = Tawco=a".= (ha)>=A*a%= A>T

Vagyis: a terlilet: A>-szeresére valtozott. A

A' B B

b) Hasonld haromszogek terlete
Nézziink el&szor egy haromszoget, melynek meghuzzuk mind a 3 kozépvenalat.

Nyilvan egy kicsi haromszog hasonlit a nagyra, méghozza'a fele. c
Vagyis itt is lathatd, hogy a 2-szeres nagyitds 4-szeres teriletet,
az 1/2-es kicsinyités 1/4-es teriletet eredményez. c
Altaldban: Azar B B
Tasc=a-ma/2
Tapc=A-a- A-m,/2
Al

. ( Aa )( ﬂ’ma ) A

ABC 2 =A? Vagyis

Tagc a-m, Amgy

2 ma
hasonlé A-ek teruletének aranya a ) c
a C B' A.a

hasonlésaguk aranyanak,négyzete.

c) Tételihasonld sikidomok-teriletének aranya a hasonldsaguk aranyanak a négyzete.
Biz.*Altaldban is igaz, de itt csak konvex sokszéget néziink.

n

T=Zn:t, és T'=it,'=2(/12 t)=A -Zn:t:/lz T
i=1 i=1 i=1 v

i=1
Tl
Vagyis: A=, f—
gy T
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d) Tétel: Hasonld testek térfogatdnak ardnya a hasonlésag aranyanak kobe.
Pl.: egy kocka élének a kétszeresét, hdromszorosat vessziik: a térfogata a 23=8, illetve
33=27-szeresére valtozik.

De a feliilete csak a 22=4, illetve 32=9-szeresére: minden lap teriilete a A (=3) négyzetével

szorzodik.
Figyelem: igy a felnagyitottnak a fellletéhez képest nagyobb a térfogata — fizikaban a
tombege is!
Z =
P
e
Q
P

e) Ardnyok szamitdsa
(i) Hogyan valtozik egy sikidom teriilete (test fellilete) a kezd aranyu hasonldsagi
traféknal?

A=3; A=—1/2 A=42

(i) Mekkora a A, ha a teru

zerkesszlink egy haromszognél 3-szor nagyobb terilet(i, hozza hasonlé 4-et.
Mo:
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2) Bevezet6 példak
a) Alapok
(i) Egy 6x6-as kocka éleinek veszem a 1,5 (masfélszeresét).
a) Mekkora az igy kapott uj kocka térfogata? b) Hogy aranylik az Uj térfogat a régihez?
c) Hogy aranylik az uj felllet a régihez?

(i) Hanyszorosara nagyitottam/kicsinyitettem egy haromszoget, ha a ter
a) 3-szorosa lett; b) a fele lett; c) 8/27-ede lett

b) Gyakorld példak
(i) Egy négyzet kozepébdl kivagtam egy kétharmad a 1 né et. A maradék
teriilete 80 dm?. Mekkora volt az eredeti négyzet olda

. Az eredeti és az (j teriiletének 6sszege

ald megmagyardazni, hogy meg, hogy miért tudja elfujni az 1 kg yasport a szél,
ig az 1kg-os mérlegsulyt nem!
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3) Alakzatok daraboldsa — és haromszog darabolas
a) Egy téglalap alaku papirlap olyan, hogyha a hosszabbik oldalanal kettéhajtjuk, akkor az
eredetihez hasonldt kapunk. Ha a révidebbik oldala 20 cm, akkor mennyi a hosszabbik?
(Vegylk észre, ilyen az Ad-es fénymadsold-lap!)

D a c
b b
A B

b) Az allatorvosi lovak
(i) Adott egy hdromszog: mc=10 cm. Milyen tdvol halad az
egyenest, amely egy olyan trapézt vag aromszogbdl, melynek a teriilete a fele a
haromszognek?

A B

C

/ N




(iii) Harom felé osztott hdromszog
T1:T2:T3=5:2:2
Mekkora szakaszokra osztottam mc-?
(me=10) A"

\ 4

(iv) * Adott egy A. D pont az AB-t / 4 ardnyban osztja. E a CD-t D-hez
kozelebb 4:7 aranyban tja. D négyszog terlilete a haromszog
terliletéhez képest?

7°=343=3/343=7

(124) =112 = 3112 =11°

125 = 27 =
30,125 = J 1
64
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b)

d)

310,027 =

Emeljink ki:

J6-5=
3128 =
3320 =

Néhany test térfogata — illik tudni...
Kocka — V=a3
Téglatest — V=a-b-c
4r’m
Goémb — 3
Alapteriilet - magassdg Ty, -m
Gula—V= 3

Néhany azonos alapu és magassagu negyzet alz

gata: Viocka = ()\4'8)3=}\43'33= A*Viocka¥

la térfogata

J10 =

Egy 5 cm él( kockat A =3 ardnnyal felnagyitok. Mekkora lesz a felilete és a térfogata?



e) A 108 kg tomegli Hokuszpdkot egy torp a 3-adara kicsinyiti. Mekkora lesz igy a tomege a
kicsinyitett HOkuszpdknak?
Melyik fazik jobban a hidegben: a nagy Hokuszpdk vagy a kicsi?

f) Milyen aranyu hasonlésdg az, amely egy test térfogatat
(i) 8-szorosara, 1000-szeresére noveli.

(i) 1/8-adara, 1/27-edére csokkenti

(iii) Hogy valtoznak ekkor a fellletek?

5) Gyakorlas
lUlete a 49-szerese lett. Hanyszorosa lett a térfogata?

1000 kis kockat készitlink. A felllete igy 21 600 egységgel n6tt meg.
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c) Egy tyuktojas kb. 5,7 cm magas, egy strucctojas kb. 17,1. Slr(iségik kb. ugyanaz. Alakjuk
is. Hany strucctojas kell 810 gyereknek, ha egy gyerek atlagosan 4 tyuktojdst eszik meg?

d) Egy 2 m oldaléli kivilrél fehérre festett fako isebb
kockdkra vagtunk. A feldarabolds utdn mindent koc érre, ahol azok
még nem voltak festve. 168 m? feliiletet kellett befeste

e) Adott az ABC4. c= = parhuzamosan, téle 2 egységre elszelem a

haromszoget. A S 2 Oget szintén az eredeti ¢ oldallal parhuzamosan 4
egyforma . Mekkora a megmaradt haromszog alatti elsé

négyszo



f) Egy tetraédert egy — az alappal parhuzamos — sikkal 2:3 térfogataranyu tetraéderre és
csonkaguldra osztom (a levagott tetraéder térfogata a kisebb). Milyen ardnyban vagtam
igy el az alaphoz tartozé magassagot?

Mo:
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h) Két kor egymast kivilrél E-ben érinti. d(Qz;Qz2)= 36 cm. E-n keresztil hdzunk két kdzos
szel6t, mely a két kort még A1 és Bi-ben, a masikat A; és B,-ben metszi. 7, . : 7, . . =16:25.

ABE ° 1 ABE

Mekkora a két sugar.

[]1.
(]2
[]a.
[]a4
[]5.

a szél: apat vagy fiat?

Szerkesztette: Vizhdnyd Zsolt Sch.P. ©
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