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Logika - Bevezetés

I. Kvantorok — bevezetés
1) Kvantorok

A. Univerzalis kvantor: V: minden, barmely, tetszéleges, akdrmelyik, barmikor
B. Egzisztencidlis kvantor: 3: l1étezik, van, legalabb egy olyan ... van; van olyan, taldlhaté
olyan, A nincs olyan, nem létezik

Az eltévedt pildta leszall Skécidban, és lat egy fekete birkat. Melyik allitasa lehet igaz:
e Skoéciaban feketék a birkak.

Skocidban van fekete birka.

Skocidban a birkak egyik fele fekete.

Skocidban legaldabb egy olyan birka van, melynek legalabb egyik fele fekete.

2) Legaldbb/legfeljebb
a) Pétold ki az aldbbi mondatban a hidnyzd részeket a kovetkezdvel:
legalabb/legfeljebb:

A spanyol nyelvi csoport akkor indul, ha ... 12 didk jelentkezik, de
........................ 20 f6s lehet a csoport.

Az egydltalan nem igaz, hogy tegnap ot eeeerecneneen. Otezren lépték at a hatart, mert
€N MAagam .....cccceeeveeereennne hatezret'szamoltam.

b) Ot csalad fiu és lany gyerekeinek szamat tablazatba irtuk.
Betdjellel ird az allitasok mellé, melyekre igaz az allitas:

Csalad Fiu Lany
Almasy 3 1
Bocskai 4 0
A csalddban: Csanady 3 3
minden gyereklany — Dessewffy | O 4
Esterhazy 3 4

van fiugyerek —

nem igaz, hogy minden gyerek l[any —
nem igaz, hogy van fiu gyerek —
legfeljebb 1 fid van -

legaldbb 2 lany van —

nem igaz, hogy legfeljebb 2 fit van —
barmely gyerek fild —

egyértelmden létezik [any —

van olyan gyermek, amelyik fiu



3) Toltsd ki a tablazatot

,Hamis/Igaz/Lehet”
A: legalabb 3 zebra van a karamban

C: van zebra a karamban
E: legfeljebb 2 zebra van a karamban

B: legalabb egy zebra van a karamban
D: nincs zebra a karamban
F: legfeljebb 4 zebra van a karamban

Ha A igaz akkor B is.

Ha B igaz, akkor A hamis

Ha A igaz, akkor B hamis.

Ha B hamis, akkor A igaz.

Ha B hamis, akkor A hamis.

Ha B igaz, akkor A is.

Ha B igaz, akkor Cis.

Ha Cigaz, akkor A is.

Ha D igaz, akkor C hamis

Ha D hamis, akkor B igaz

Ha E igaz, akkor F igaz

Ha F igaz, akkor E igaz

Ha D igaz, akkor E igaz

Ha E hamis, akkor D:hamis

Ha F igaz, akkor Cigaz

Ha A hamis, akkor E igaz

Kijelentés, allitas, itélet
1) Kijelentés, allitas — ,,prédikatum”

Azokat a kijelent6 mondatokat, amelyekrdl egyértelmiien eldénthetjik, hogy logikai
értékik vagy igaz, vagy hamis, kijelentéseknek; vagy allitasoknak nevezziik.
Ha p egy tetsz6leges kijelentéss akkor ‘ennek logikai értékét |p| jeloli, és igy
olvassuk: ,p logikai értéke”. Ez lehet igaz v. hamis. i vagy h.

Valasszuk ki, hogy az az alabbiak koézil melyik allitas, ‘melyik nem allitas:

A: A2 primszam.
C: Az osztaly sz6ke didkja okos.
E: A91 primszam.

B: Van derékszogl haromszog.
D: Délben finom ebédiink lesz.
F: Moziba megyek.

G: A dobostorta finom.."H:ltt most fuj a szél.

I: Esernydt viszek.magammal.

K: Ma‘délutan teniszezni megyek.

Nehany értékeléses

J: Ma délutan uszni megyek.
L: Aladar okosabb Bélanal

|A 91 primszam| = h, |A 2 primszam|=i.
A D mondat; logikai értelemben, nem allitas: nem elddntheté.

Az L sem eldonthetd. C: Nem allitas, mert nem vonatkozik individuumra.

N

10



2) Egy allitas tagadasa - egyvaltozds logikai mlvelet

a)

b)

Egy allitas tagadasa az Osszes olyan allitas 6sszessége, amire nem igaz az eredeti
allitas.

Jeldljon P egy logikai allitast. A tagadasat -P —vel jeloljuk. A =P allitas logikai értéke
csak akkor igaz, ha P allitas logikai értéke hamis.
Negacid: tagadas

Jele: NEM, NOT, —. A halmazelméletben: A .

Példaul: P: ,Béla évvégén kit(ing lett”

ekkor =P ="Bélanak év végén legalabb egy nem 5-6s jegye
lett” vagy egyszer(ibben ,Béla évvégén nem lett kitling”

Egy allitas tagadasa az dsszes olyan allitas 0sszessége, amire nem igaz az\eredeti
allitas.
Alapallas: Egy allitas tagadasanak tagadasa az eredeti allitas.
P: Minden b6érond sarga.
Tagaddsa: =P = ,,nem minden b6rond sarga”, v. ,#an nem sarga bérénd”

A tagadasnak nem lesz j6 az az dllitas, hogy.,,Van kék bérond”

Bar igaz az, hogyha ,,van kék bérond”, akkor mar hem lehet igaz P.

Mégis: ha van nem sarga bérond (ez az Aallitas), tagadasa), az még nem
egyenérték( azzal, hogy ,,van kék b6érond”.

Vagy: Ha tagadom azt, hogy , Van kék b6rond”, akkor nem lesz igaz az eredeti
allitas, vagyis hogy ,,Minden b6rénd satga”. Igy altagadds tagadasa nem lesz az
eredeti allitas.

Tagadd a kovetkez6 allitasokat!
A 7 primszam.

Van olyan prim, amely paros.

Legaldbb 100 db. ikerprim,létezik.
Mindenskocka kék.

Az iskola tanuldi legfeljebb 20 évesek..

Az 5 primszam

Nem teljesiil, hogy az 5 primszam

Az'5 nem prim

Mindenki szereti a matekot

Nem igaz, hogy mindenki szereti a matekot.
Nem mindenki szereti a matekot.

Van olyan, aki nem szereti a matekot.

11



d) A p kijelentés negacidjanak logikai értékét igy definialjuk:

12

h, ha | pl=i
Ertéktablazattal:

i, ha | pl=h . ) o .
|=p|:= . Vagyis ha p igaz, akkor nem p hamis és forditva.

p : Hugd Gszinte -p :Hugoé nem
ember Oszinte: Hugo hazug P P
igaz
hamis
p -|p —|—|p -|-|-|p
i
h

Egy p allitds tagaddsa minden olyan\q allitas 6sszessége, amely esetén nem teljesll
a p allitas —melyek egyuttes tagadasa az.esemeényteren belll az eredeti allitds maga.

Alaphelyzet: Egy osztalyba csak fitik jarnak, 32-en
p: ,,Az osztalyban minden tanulofiu”

Az alabbiak kozul melyik ennek az allitdsnak a tagaddsa, vagyis: —p
A: Az osztalyban nincs fid tanuld
C: van pontosan egy lany tanuld
D: van olyan tanuld, amelyik nem fiu
E: Azosztalypan Ov 1v2v3v..v3ltanuldfiu.
F: Az osztalyban van lany tanulé
G: Az osztalyban legfeljebb 31 fidtanuld van.
H: Az osztdlyban legaldbb egy lany tanulé van.

I: Az osztalyban 32 lanytanuld van

Erdekesség a magyar nyelvben: ,,Nem Idttam semmit” nem azt jelenti, hogy igenis,
lattam valamit, hanem azt jelenti, tényleg nem Idttam semmit &, vagyis hogy a
semmit lattam, vagy nem lattam valamit. A lényeg, hogy semmit sem ldttam ©

(Jarj utdna, kik tagadnak még hasonldképpen dupldn)



e) Egy allitds tagaddasardl vjra

p =, Minden 6ra digitalis”.

Ennek a tagadasa nyilvan, hogy van nem digitalis éra.

A p-nek mely helyzetben a tagadasa az, hogy van analég 6ra?
Nyilvan akkor, ha csak kétféle dra van: Digitalis és Analdg.
Ebben az esetben az, hogy ,van nem digitdlis ra” egyenértékd azzal, hogy van
analog ora.
De ha van Digitalis, Analég és Napora, akkor az, hogy ,,van analdg 6ra” mar nem
tagaddsa annak, hogy ,van digitalis 6ra”
Hiszen akkor a ,van digitdlis” 6ra tagaddsa, ami egy allitas, nem volna
egyértelmd, merthogy akkor most ,,analég éra van”, vagy ,napdra van”, vagy
akar mindkett6. Az nem lehet, hogy nem egyértelmiingeldonthets az allitas
tagaddsanak igazsaga.
igy ebben az esetben a ,van digitalis” 6ra tagadasa@ziaz, hogy ,van analég 6ra
vagy napora”.

Hasonloképp: tegylk fel, hogy csak négyféle szemszin |étezik: barna, kék, zold,

piros. Adott osztaly, 28 f6s.

Tagadjuk a kovetkez6 allitasokat:

Az osztalyban minden diak kékszemd.

Az osztalyban minden didk kék vagy barna szemd.

Az osztalyban minden diak kék vagy barnavagy zold szemd.

lll. Kétvaltozés logikai miveletek
1) A Konjunkeié — Diszjunkcié — Antivalencia

a) Definicigjuk
(i) Konjunke€io (logikai szorzas)
Logikai és (AND)
Jele N (Esetleg: ). pAq

Kétvaltozds logikai m(ivelet, az eredménye csak akkor
igaz, ha p igaz és q igaz. ,p is és q is igaz”, vagyis
mindkét ,tagja” igaz.

A mivelet ,kommutativ”, vagyis: AAB = BAA

Halmazelméletben a N-nek felel meg.

»Moziba megyek és uszodaba”
Ez csak akkor igaz, ha mindkét helyre elmegyek. Ha valamelyikbe nem, vagy
egyikbe sem, akkor mar nem igaz.

13
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Gyakoroljuk:

e Tegnap Matekbdl 5-6st kaptam és Bioldgiabodl 4-est.
Mondj olyan allitast, melyre a fenti egyik fele sem igaz.

Mondj olyan allitast, melyre a fenti nem igaz — de az egyik fele igaz!

e Melyek azok az x szdamok, melyekre igaz a kovetkezd 4llitas:
4x=12<0 A 5x =0

e Egy kardmban 20 kacsa és 15 tyuk éldegél.
Igaz-e: ,A kardmban legalabb 45 kacsa él és legfeljebb 20 tyuk”

Fogalmazz még ilyen /konjunkcioty tartalmazé 4llitast, felhasznalva a
»legalabb” és ,legfeljebb” szavakat = igazat is, hamisat is.

(ii) Diszjunkcio (logikai 6sszeadas)
Logikai vagy (megengedé vagy) (OR).
Jele: v (Esetleg:#) pvq
A vagy akkor igaz, ha legaldbb az egyik tagja igaz (de lehet mindkét tag is igaz).
Vagyis muvelet akkor hamis ha mindkét részallitas hamis. A tobbi esetben
viszont igaz.
Kétvaltozos logikai mivelet, akkor igaz, ha A vagy B vagy A és B igaz.
A m(velet ,kommutativ”, vagyis: AvB = BVA

Halmazelméletben az U-nak felel meg.

»Moziba megyek vagy uszodaba”

Ez igaz, ha csak az egyik helyre megye, vagy akar
mindkettére. Akkor hamis, ha vagy egyikbe sem.

Vegylik észre, ez a mondat alatt a magyar nyelvben
nem ezt értjik, nem a ,logikai vagy”-ot, hanem a
kovetkez6 pontban [dthaté m(iveletet:




(iii) Antivalencia
Logikai kizdré vagy (XOR)
Jele: @ (Esetleg: # illetve A) A kizdré vagy mivelet abban kilonbozik a

diszjunkcioétdl, hogy nem engedi meg, hogy a két allitas logikai értéke egyszerre
igaz legyen. A mivelet eredménye akkor hamis, ha mindkét allitas logikai értéke
megegyezik. Kétvaltozds logikai mdvelet, az eredménye akkor igaz, ha (A igaz
és B hamis) vagy (A hamis és B igaz).

A mivelet , kommutativ”, vagyis: A®B = BOA

Halmazelméletben az A-nak (szimmetrikus differencia) felel meg;

A magyar nyelvben a ,vagy” kot6sz6 legtobbszor a
»Kizard vagy”. ,Moziba megyek, vagy uszodaba” a
nyelviinkben ugyanolyan logikaju, mint az, hogy ,a
gyermek, ha megsziiletik akkor fiu lesz vagy lany”.

Gyakoroljuk:

e Péter vagy magyar, vagy tud angolul.
Sorold fel azt a harom esetet, melyre igaz az allitas.

ird le azt az esetet, amelyre nem igazaz 4llitas.

ird le azokat az eseteket, melyekre afitivalenciaként értelmezve a fenti
allitast, igaz lesz az.

ird le azokat az eseteket, melyekre antivalenciaként értelmezve a fenti
allitast, nem lesz az igaz.

e © Melyek azok az x szamok, melyekre igaz a kovetkez6 allitas:
4x-12<0 v 5x =0
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e Egy karamban legalabb 20 kacsa vagy legfeljebb 15 tyuk éldegél.
irj olyan allitast, melyre a diszjunkcié igaz, de a kapcsolat egyik fele nem
igaz!

irj olyan allitast, melyre a diszjunkcié hamis!

Irj olyan allitast, melyre a diszjunkcid igaz, és a kapcsolat mindkét fele igaz.

Ha — hibasan — antivalencianak értelmeznénk az allitast, irj olyan-allitast,
melyre igaz az antivalencia!

Ha — hibasan — antivalencianak értelmeznénk az allitast, irj olyan allitast,
melyre nem igaz az antivalencia!

b) Szemléltetésiik

16

A konjunkcio szeémléltetése logikaiaramkorrel —
Legyen p, q értéke'i akkor, ha p, q kapcsolé bekapcsolt
allapotban van, egyebként értéke: 0. Ekkor a ldmpa Il %
vildgitasanak feltételét a kovetkez6 modon irhatd fel
egyszer(i formaban: pAqg.

B
| N
A diszjunkciot is.szemléltethetjiik logikai aramkorrel. }
Kénnyendelathatod, hogy a pvg-nak olyan aramkor felel Mi & |
meg, amelyben a megfelel6 kapcsoldk pdarhuzamos
kapcsoldasban vannak.

.

Antivalencia: (Itt a fenti allas az igaz, a lenti a hamis.) 4 ’>< ~,
Ugy képzeljik el, mint egy szobdban egy lampat w
mindkét helyen fel lehet kapcsolni, de ugy kototte be a B
villanyszerelS, hogy épp akkor nem ég a lampa, ha "\li @
mindkét kapcsold ,fel van kapcsolva” v. ,le van kapcsolva”.



c) Ertéktablazataik

Vigyazat: a matematikai diszjunkcié: megengedd vagy.

,Pista most levelet ir vagy zenét hallgat.”: lehet, hogy zenét hallgat, lehetséges,
hogy a levél irasa kdzben hallgatja a zenét. A "vagy” kot6szonak ezt a hasznalatat
"megengedd vagy”-nak nevezzik.

»Jancsi most kerékparozik vagy uszik.” |, kizdré vagy”’-nak nevezzik (a
vizikerékparozas még nem Uszas...)

A ,Holnap, vagy holnaputan matematika o6ran dolgozatot irunk” mondatot
yvalasztéértelemben” haszndljuk a magyarban, de ha egy matematika tanar
mondja, akkor mert holnap irunk dolgozatot, attél még... ©.

Ertéktablazat (ElStte olvasd fel a logikai miiveletes mondatot})

mozi strand mozi A strand mozi Vv strand mozi,. D strand
i i
i h
h i
h h
p q pPAq pvq p®Bqg qAp qvp

d) Gyakorlasuk
Mely képre.igazak a kovetkezd allitasok:

® Esikazesd és fuja szél

e | Esik az es6 vagy fuj a szél
® ( Nem esik és nem fuj.

e Nem esik vagy nem fuj.
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Rajzold fel az 6sszes olyan négyszoget, amelyekre igaz:

Az ABCD négyszog téglalap
vagy rombusz

Az ABCD négyszog
trapéz és deltoid

Az ABCD négyszog
paralelogramma és deltoid

Az ABCD négyszog
téglalap és rombusz

e) Tagadasuk —a De Morgan azonossagok

18

A konjunkcio (,,és” kapcsolat) tagadasa — példaval, majd fermalisan tablazattal:

»Esik az esd és fazom” tagadasa:
Nem esik vagy nem fazom. (Legaldbbaz egyik tagadas igaz)

»ABC4 derékszogl és egyenl@szaru” tagadasa:

Nem derékszogl vagy nem egyenlé szaru, (Legalabb az egyik tagadas igaz)
Rajzoljunk ilyeneket (mindharom esetet!)

nem igaz, nem esik
. . n nem nem
esik | fazom | esik €s fazom hogy . . vagy nem
B esik | fazom 2
esik €és faizom fazom
1 1
i h
i
h
p q pAq | 2(pAq) | P ~q | “pvq
i i
i h
i
h




A diszjunkcid (,vagy” kapcsolat) tagadasa — formalisan tablazattal, majd példaval.

p q pvg | 2(pv@) | P | 79 | 7pPAq
i i
i h
i
h
. fdj a . . nem igaz, nem . | nem esik'€s
esik ¢l esik vagy fuj . hogy | esik | Mem fa nem £
esik vagy fuj
i i
i h
i
h

»Esik az esé vagy fuj a szé
Nem esik és nem fuj.

|II

tagadasa:

»ABC4 derékszogl vagy egyenldszaru” tagadasa:

2) Azdimplikaci6 — avagy a matematikai ,igéret”. ,Ha te hdromszég leszel,

kérbeirhato leszel”

a) Bevezetés

sHa esik az esé, akkor vizes az Andrassy ut”
De mi van akkor, ha nem esik?

Ha/d0|a — 5]a

Nem derékszogl és nemegyenlé szarus
Rajzoljunk ilyen haromszoget

De mi van akkor, ha 10ta ?

»,Ha esik az es6, akkor meglatogatlak”

akkor

Ha esik, akkor egyértelm(in eldontheté az implikacié, a ,feltételes 4llitds”
igazsagtartalma. De mi van akkor, ha nem esik?

Az implikaciot, a ,feltételes allitast” felfoghatjuk ugy, mint egy ,igéretet”.
Mikor tartom be és mikor nem tartom be az igéretem, vagyis mikor igaz és mikor
hamis az igéret - mikor igaz, és mikor hamis az implikacié?
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esik latogatok Ha esik akkor latogatok E—L
igaz igaz igaz
igaz hamis hamis

hamis igaz

hamis hamis

Hogy toltslik ki a tablazat hidnyzé cellait?
Tudjuk, hogy egy allitas tagadasanak tagadasa az allitas.
Tagadjuk az allitasunkat, az ,igéretet”, vagyis mikor nem valtjuk\be az igéretet?

Akkor, ha: Esik és nem latogatok.

Majd végil tagadjuk a tagadast: =(=(p—q)) =99

vagyis irjuk fel az implikaciot!

Tablazatban:

Esik Latogatok Tagadas: EA-L TagadéEsjiadésa:
i [
[ h
h i
h h

Kissé fajdalmas, hiszen ha azt mondjuk hogy ,Ha esik, akkor meglatogatlak” allitas

igaz abban az esetben, amikor nem esik dél, és akar l[atogatok, akar nem.

De a ,Ha esik, akkor meglatogatlak” igéretet csak akkor nem tartom be, vagyis csak
akkor nem igaz, ha esik ugyan, de mégsem latogatlak meg.

Fogalmazzunhk meg néhany implikacidt és tagadjuk.

Ha Béla siet, akkor odaér.

Ha kopogok, akkor beengedsz.




b) Az implikacio és tagadasanak igazsagtablazata

c)

Ha p akkor q tagaddsa p és nem q.
P —q tagadasa =(p —q)=p Aq
Az implikacioé tagadasa A tagadas tagadasa
P a = (p—q) vagyis pA—q =1 (pPA—Qq) vagyis p—q
i i
i h
h i
h h

A sziikséges és elégséges feltétel

Az implikacié el6tagja a ,feltétel” v. ,premissza”, az utotagja a ,kovetkezmény”
vagy , konkluzio”.
Az implikacid uté— és eldtagja — a ,,szlikséges” ésaz ,elégséges” foltétel.

A feltétel igaz volta elégséges a kovetkezményhez, '@ kovetkezmény megléte
szlUkséges ahhoz, hogy a feltétel igaz legyen.

Néhany példa
e Haegy négyszdg rombusz — szemkozti oldalai parhuzamosak

O

Az ABCD négyszog ',rombusz”’-saga elégséges a szemkozti oldalak
parhuzamossdgahoz.

De nem [szlikséges,, hiszen “elegendé lenne, ha az ABCD csak
paralelegramma.

A szeémkozti oldalak parhuzamossaga sziikséges feltétele ahhoz, hogy az
ABCD négysz0g rombusz legyen, de nem elegendé.

e Haesik az es6,yakkor vizes a Villanyi ut.

©)

A vizes Villanyi Ut szikséges foltétele az es6nek: mert ha nem igaz, hogy
vizes, akkor'nem esik.

A vizes'Ut nem elegendd feltétele az es6nek: mert lehet Ugy is vizes, hogy
nem esik: locsolé-auté (vagy egy kdbor kutya ©)

Az esé elégséges feltétele az vizességnek: mert ha esik, akkor mindenképp
vizes az ut.

Az es6 nem sziikséges feltétele az vizességnek: mert akkor is lehet vizes,
ha nem esik: locsoldauté v. a kutya...
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e 6-tal valé oszthatdsag: 6|a
Ennek sziikséges, de nem elégséges foltétele: 2|a.
Ugyanis: 6]a=>2|a de2|a# 6|aEsha2fa=> 6la.
Tehdat a 6-tal oszthatdsaghoz sziikséges a 2-vel vald oszthatésag.

A 6-tal val6 oszthatésag elégséges, de nem szikséges foltétele pl.:
12|a ugyanis: 12|a = 6|a de6|a# 12]a

Es ha 12}a akkor abbdl nem kévetkezik, hogy 6ta

Jellel: 124a # 6ta

Sziikséges és elégséges foltétel: (2]a A3]a) & 6]a

d) Gyakorlasa

Ha ABC4 egyenl6 oldalu, akkor egyenl@szaru.
egyenl6oldaliu = egyenlGszar
egyenl6szaru # egyenl6oldalu

AZ e sag” elégséges foltétele az v .cccoverveererneriansstin. e sagnak”
AZ e, sag” szikséges foltétele az , . cetineevcceeceececie, sagnak”

Ahol van élet, akkor ott van levegé.

Az élet e e foltétele,a levegének.
ATEVEEE ..ot nenthes foltétele az életnek.

Ha egy négyszog téglalap, akkoraz atldi felezik.egymast.

A(Z) oot e e e e elégséges foltétele
anNNak, hogY A(Z) iirieve ettt
A(Z) oot esre et et eae e sziikséges foltétele
anNNak, NOZY A(Z) .oveveeere e e

A(Z) vt e sziikséges foltétele
anNak, hoBY A(Z) ovvvveiece ittt

A(Z) oo e e e elégséges foltétele
anNak, hogY a(Z) .oveveeee e e e
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Ha egy alakzat haromszog, akkor kérbeirhatd.

A(Z) oo e e e elégséges foltétele
anNak, hogY a(z) .oveveeee e e
A(Z) oo e e s sziikséges foltétele
anNak, hoBY A(Z) ovvvveie ettt

e) Osszesitve:

A kovetkezmény foltétele a feltételnek.
Afeltétel foltétele a kovetkezmenynek.

p—q : Ha p, akkor g, tehat p bekovetkezte elegend6 q bekovetkeztéhez.
Ha nem q, akkor biztos nem p: vagyis q sziikséges foltétele p-nek.

Vagyis q nélkiil p nem teljesiilhet. N\
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Halmazelmélet - Alapozas

I. Definicié, jelek, halmazok megadasa
1) Fogalomalkotds a halmazokrél

a)

b)

c)

24

Példak
Legyen az iskola az | halmaz, melynek elemei az osztalyok.
9.a€ |, 7.ae |l.
Ugyanakkor ebben az esetben:
Tornaterem ¢ |, vagy, Igazgatd ¢ |, ami nem meglepé, de:
Kovacs Petike (7.a) ¢ | —mert 6 nem osztaly...

A 10 osztdinak halmaza:
Felsoroldssal megadva: H={1; -1; 2; —2; 5; -5; 10; —10}

X
Utasitdssal: H=<xe Z| }
10

Okos tanuldk halmaza:
Gondban vagyunk, mert nem tudjuk néhany tanulordl eldonteni egyértelmden,
hogy okos-e vagy sem. Tehat ilyen halmaz nem létezik:
Azt nem hivhatjuk halmaznak, ha van olyan dolog, amelyrél nem dontheté el
egyértelmdin, hogy hozzatartozik, vagy sem.

A halmaz alapfogalom
A halmaz alapfogalom, nincs definicidja. Nincs hova visszavezetni, egyszer(ibb
fogalmakra.

Halmaz megadasa

Valami akkor halmazpha barmirdl eltudom dénténi, hogy eleme-e annak, vagy sem.
Megadhaté elemek felsorolasaval —de ha tul sok az elem, netan oo sok, az gond.
Vagy egyértélmd utasitas
Pl.: 2-re végz6d06 természetes szamok:

K={2;12;22;32;...}

K={neN| 10| n-2}

Az utébbi modszer a ,Definiciok elve”: Genus proximum, differentia specifica.
Pl.: ,,A 16 egy©lyan allat, melynek négy Idba van és nyerit”.
i={xe Allatok| x-nek négy laba van, és nyerit}

Téglalap: olyan négyszog, mely szogei egyenlok.

[rjk fel a 100-nal kisebb négyzetszamok halmazat!

Megallapodas: minden elemet csak egyszer szamitunk be.
Vagyis: 2022 szamjegyeinek halmaza: {0;2}. Mas kérdés, hogy a 2-est tobbszor
hasznalom fel, de a halmaz akkor is csak 2 elemdi.

ird fol a MATEMATIKA sz6 betiinek halmazat: H={



2)

3)

d) Halmaz halmazokbdl

e)

Halmazokat elemként tartalmazé halmazok.

Korabban mar lattuk: Iskola, elemei osztalyok; osztalynak elemei tanuldk. Ez
esetben a tanulé nem eleme az iskoldnak.

Autébolt elemei: auték. Autdk elemei: kerék, kormany, motor stb.

Intervallumok illetve geometriai halmazok

Intervallumok: Valés szdmok folytonos halmazat intervallumnak szoktuk nevezni.
Ezeket szamegyenesen is tudjuk jelezni.

[a;b[ := {xe R|a<x<b}
irjuk fel a harom intervallumot!

I EEEREBY SEERECE
P EEEREEENEENL
R RN P I NERE B NI AL
Abrézold a kovetkezd intervallumokat:
A=[-7,-4] B=]-2;2] C=[6;9]
e

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lgy mondjuk: ,egy-hat balrél zart jebbrél nyilt intervallum” ,,minusz egy harom nyilt
intervallum”

Halmazok szdmossaga el6szor (Kés6bb: 11. osztaly, emelt szintl képzés)

a)

Véges halmaz: ... hogy _egy halmaz véges halmaz, ha elemeinek a szamat egy
természetes szammal‘megadhatjuk.

Jelolése: |9.a osztaly|=35

|{xe N|x<5}|=6

Az Ures halmaz
Az Uresshalmaz az a halmaz, melynek nem létezik eleme (szamossdga 0).

Jelexd@v. {}
| ]=0 (Vagyis az Uresshalmaz elemeinek a szama, ,,szamossaga” egyenld 0)
Pl: {xe N|x<x} =

Figyelem

{0}z, mert van mar egy eleme: a 0 (ami azonban véletlenil sem tires halmaz).
{D}, mert ez szintén egy egyelem( halmaz. Eleme az ures halmaz.
Szemléltetve: egy lres doboz eleme {J}-nak!

Egyetlen egy lres halmaz létezik a vilagon.

Halmazok abrazoldsa - Venn-diagrammal

Pl.: A szamok: 4 A
R;Q Q*=R\Q, Z; N stb.

Jelo6ljik, irjunk be szamokat!




Részhalmaz

1)

2)

3)

4)

Definicio
... A halmaz része (részhalmaza) B halmaznak, ha A minden eleme eleme B-nek is.
Jelekkel: ACB < (Vxe A = xe B)

... A halmaz valddi részhalmaza B halmaznak, ha A minden eleme eleme B-nek is — és
van olyan eleme B-nek, mely nem eleme A-nak.

Jelekkel: AcB < (A#B A (Vxe A = xe B))

Vagyis: ACB < ((Vxe A= xeB) A (dxe B - x¢ A))

Pl.: Primszamok halmaza c Egész szamok halmaza

Vigyazat: a rész és elem nem ugyanaz. Ha az osztaly elemei a
didkok, akkor annak a kékszemUiek halmaza nem eleme, csak
részhalmaza.

Trivialis részhalmazok

Az Ures halmaz minden halmaznak részhalmaza: DcA(még akkor is, ha A=0)
AcCA (barmely halmaz részhalmaza 6nmaganak)

A ,részhalmazsag” mint relacio

A relacidkrol: Geometria 1. munkatankonyyv, Vektorok bevezetése

a) Tranzitivreldcio: AcBés Bc CA= AcC

AcB BcC

Biz: Vxe A = xeB= xeCVY
Kihagyhato rész:
Vigyazat: mig a < relacio rendezésirelacio volt/mondjuk a valds szamok testén,
addig akad egyskis gond a creldcidval.mondjuk az egész szamokbdl allé
halmazok kozott.
lgaz ugyan a tranzitivitas: a<b és b<c = a<c, ugyanigy: ACc B és Bc C = AcC,
ugyanakker: mig az el6z6 xelacidé a valds szamok testének barmely két eleme
kazt fenndll,"addig a < reldcid nem mindig all fonn két - egész szdmokbdl all6 -
halmaz kozott.
lgy @z egész szamok kore ,rendezett halmaz” a < relaciéra, mig a valds
szamokbol allé halmazok teste csak ,,részben rendezett halmaz” a c relacidra.

b) Figyelem, a sfészhalmazsag” reflexivde nem szimmetrikus relacid.

Halmaz részhalmazai
Sorold fel (vagyis ird le aldjuk) az alabbi halmazok részhalmazait:

A={J(Egy darab ilyen lesz...)
B={©} (2 darab ilyen lesz):
C={©, O} (4 darabilyen lesz...):

D={0; 3; -7} halmaz részhalmazait. (8 db. ilyen lesz...):
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Hany részhalmaza van a D={1; 16; ¥, —/2 } négyelem( halmaznak?
0 elemdi:
1 elemd:
2 elemdi:
3 elemd:
4 elem(:

Vegylk észre a kapcsolatot a Pascal haromszoggel!

Vegyik észre, hogy 1 elem(ibdl pont annyi van, mint..

lll. Halmazok egyenlGsége - a bizonyitdsok két modszere

1) A két ekvivalens definicio
1. Definicio:
Az A és B halmaz egyenlg, ha A minden eleme eleme B-nek is, és nincs olyan A-beli
elem, ami ne lenne B<ben...
Jelekkel: A = B & ((V xe A = x€B).A (x¢ A = x#B))

2. Definicié: Két halmaztakkor és csak akkor egyenl6, ha egymas részhalmazai.
Jelekkel: A= B < ((V xeA= xeB) A (yeB = yeA))
A=B < (ACB ABCA)

Az ekvivalencidat nem-bizenyitjuk

2) AKet definicio sok esetben: a bizonyitasok két mddszere

Sok esetbena bizonyitas azt jelenti, hogy megmutatjuk, hogy a két fogalom ugyanazokat
a dolgokat fedi.

1. Definicioval: A Thalesz kor mint mértani hely.
Pe ABthales: =>PABZ=90°. (Benne van a 90°-os ,,l1atépontok” halmazaban.)
P& ABthaless = PABZ #90°. (Nincs benne a 90°-os ,,l1atédpontok” halmazaban.)
Vagyis ABThalesz = 90°-os ,,|atdpontok” halmaza.

2. Definicidval: A szakaszfelezd merd6leges, mint mértani hely.
El&sz6r megmutattuk: V Pe fi, =Pe {PeS|d(P;A)=d(P;B)}
Mdsodszor megmutattuk: Pe {PeS|d(P;A)=d(P;B)} = Pe fAlB
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3)

4)

Allitds: Ac Bc Cc A = A=B=C

A C B < C miatt: A < C az el6z6 allitas alapjan. Ugyanakkor C < A is, ezért a fentebbi
alapjan A=C.

Pl.: Paralelogramma ekvivalens definicidinal:

Atl6i felezik egymast = Szemkézti oldalak egyenlSk = szemkdzti oldalak parhuzamosak
= Atl6i felezik egymast.

A halmazoknal a ,része” relacio:

Reflexiv:
Antiszimmetrikus:

Tranzitiv:

IV. Halmazok ekvivalenciaja és a (tobbféle-)végtelen szamossagu halmazok

1)

Két halmaz ekvivalencidjanak definicidja

Két halmaz ekvivalens, ha elemei kozott kolcsongsen egyértelmt, megfeleltetés
|étesithetd.

Ekkor azt mondjuk, hogy a két halmaz szdmossaga megegyezik:
Pl.: {Huvelykujj; Mutatoujj; Kozépsé ujj} <4l; 11; 111}
Havelykujj — | ; Mutatdujj — Il ; K6zépso = Il

Teremtslink ekvivalenciat egy szakasz és egy raemelt félkor pontjainak halmazai kozt.

Tehat a pontjaik szamoessaga megegyezik. (Pedig a koriv hosszabb... ® )

Mutassuk, meg, hogy a Természetesek és a Pdros természetesek szamossaga
megegyezik, ugyanannyian vannak, vagyis keressiink kozottik ekvivalenciat:

f():N—N’; n—

Ez ekvivalens megfeleltetés:
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2) Aszamolas alapja

a)

b)

c)

d)

Az ekvivalencia alapvet6bb fogalom, mint a szamolas

Logikailag hamarabb jon két szdmossag egyenlGsége, mint maga a szdmolds. Hiszen
egy szamolni nem tudd is kdnnyen meg tudja allapitani, hogy egy osztalyban fiubdl
vagy lanybdl van tobb, hiszen egyszerlen parba allitja 6ket, és amelyikbél kimarad,
abbdl vannak tébben.

S6t: igazabdl a szamolds is gyakorlatilag ilyen parbaadllitason alapul:
»~gyermekkorunkban” ha volt néhany alma az asztalon, akkor az ujjainkhoz
rendeltik 6ket: ha négy ujjunkhoz, akkor a négy ujjunkat mutattuk.

S6t, még itt volt egy parbaallitds: ujjak hangképekhez: hivelykujjhoz:, ,egy”,
mutato-ujj: , kettd” stb.

Allitsuk parba a természetes szamokat és a négyzetszamokat!

A végtelen és a véges halmaz

1. Definicié: Azt mondjuk, hogy egy'halmazvégtelen halmaz, ha ekvivalens valamely
részhalmazaval.

1. Definici6: Egy halmaz végtelen szamossagu halmaz, ha elemeinek szdma nem
adhatd meg egy természetes szammal.

Véges halmaz az, amely nemvégtelen...

Figyelem: sokféle végtelen van!
IN|=ca % [[1;5[]=e

Ez a kett6 féle vegtelen egyaltalan nem egyenlé végtelen. Megmutathato, hogy nem
terémthetd kozottuk.ekvivalencia.

Figyelem! A ,végtelen” nem egy szdm. Gondolj egy végtelen hosszu, egy fasorbol
dllé (egymds mellet dllo fdk) erdére. Minden fa olyan magas (méterben), ahdnyadik
sorszamu. Barmilyen magasra fel tudsz mdszni? Végtelen magasra fel tudsz mdszni?

Gondok a végtelen szamossaggal - Olvasmany
[NJ#]|[1;5[]. Ugyhogy: veszélyes jel a o jel, és még lesz mit rendbe tenni.

Bizonyithato tétel: Egy halmaz szadmossdga végtelen < 7 valodi részhalmaza,
amellyel ekvivalens szamossdgu (pdrba-dllithatd). Ez ellent mond az Arisztotelészi

logikdnak!

Megszamolni csak végest tudunk, ezért a végtelen valami Uj gondolatra épdil.
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Az alabbi halmazok egyenl§ szamossaguak.
N={0;1;2;3;4;5;6;7...}

A={4;5;6;7;8;9;10; 11...} (Az els6 4 hijan a természetesek)
B={0; 2; 4, 6, 8; 10; 12; 14...} (Paros természetesek)
C={2;3;5;7;11; 13; 17; 19...} (Primek)
2={0;1;-1;2;-2;3;-3;4..}

Allitsuk parba a természetes szamokat és az egész szamokat - N<>Z

Ez a parba 4llitds nem is olyan nagyon kiilonbozik az ujjainktél€Sét:
Ha meggondoljuk: az asztalon taldlhaté 4 alma és a 4 ujjunk, vagy a 4 ujjunk és a
,négy” hangkép kozott talan nagyobb a kilonbség, minta N'és Z halmazok kézott.

Es ha azokndl jo volt a parba allitas, akkor itt is j6'lesz.
Es 1dm, valéban parba tudjuk allitani a fenti 5 halmazbdl barmely két halmaz
elemeit.

Vegylk észre tehat, hogy a fenti 6t halmaz szamossaga megegyezik, pedig:
AcN, és NcZ,De: N & A és Z&N

Sok kérdés megvalaszolatlan még a jelenlegi tudasunk alapjan:

Valéban van-e végtelen_halmaz? Csak egyféle ‘végtelen halmaz van, vagy van
tobbféle is? Annyiféle yégtelenthalmaz van; mint a természetes szamok szamossaga
(vagyis megszamlalhaton végtelen), vagy tobb?

Gondolkodtata:

Van egy végtelen hosszu szalloda, a szobai 0;1;2;3... sorszamuak. Minden szobdban

lakik valaki. A portasnak egy hangosbemondé-rendszere van, mellyel egyszerre tud

minden szobanak'lzenni.

o Erkezik egy Uj vendég. Mit lizenjen a portds a szobdkba, hogy mindenkit
elszallasolhasson?

e Ha 10 ujwendég érkezik, akkor mi tegyen?
® Ha egy ugyanilyen szdllodat renovdlnak, és mindenki atjon ide — akkor mit

uzenjen?

e Ha azt tudni, hogy jon egy egymashoz ragaszkodd csapat, akik egymas mellett
akarnak lakni, de nem tudni hanyan jonnek, és el6re el kell késziteni a helyet,

akkor mit Gizenjen?



Szamelmélet - Oszthatosag

|. Osztd, oszthatdsag

1)

2)

3)

Az oszthatdsag bevezetése

—3|18, mert van olyan egész, amellyel megszorozva a —3-at 18-at kapunk, ez pedig a —
6, vagyis —6-3=18

6455, mert nincs olyan egész szam, amivel megszorozva 6-ot 55-0t kapndank.
6|24, mert...

72|-72

1|19

710, mert

017 mert

0|0, mert

Vegylk észre: ,,0szthatdsag” #,0sztas”

Az oszthatdsdg definicidja

Legyen a;be Z. a|b< dge Z,g-a=b.

”

Szavakkal: ,a” osztja ,b”-t akkor éscsaknakkor, hasvan olyan egész, amellyel
megszorozva ,a”-t ,,b”- kapjuk.

Vigyazat: mas az ,,0sztas” és mas az ,0szthatdsag” fogalma.
0-val nem osztunk, de 0}0:

Oszthatdsagi szabalyok
2-vel, 3-mal, 4-gyel,5=tel, 8-cal, 9-cel, 20-zel, 1Ld=gyel, 25-tel vald oszthatdsag szabalyai:
2-vel: melyek 2-vel oszthatora végzédnek - 20, 56

3-mal: amely szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal - 168.
4-gyel: melynek a két utolsé jegyébdl alkotott szam oszthatd 4-gyel - 504, 5700, 992.
5-teldamely 0-ra vagy 5-re végz6dik (5-tel oszthatdra végz6dik) — 100, 125

6-tal: amely paros és'oszthaté harommal (FIGYELEM, EZ ,OSSZETETT OSZTHATOSAGI
SZABALY!)

8-calizmelynek utolsé harom jegyébdl alkotott szam oszthatd nyolccal — 1056, 2600
9-cel: amely szamjegyeinek 6sszege oszthaté 9-cel — 108
10-zelé amelyik O-ra végz&dik. (FIGYELEM, EZ ,,OSSZETETT OSZT. SZAB.”!)

11-gyel: melynek paros helyiértéken allé szdmjegyeinek 6sszegébdl kivonva a pdaratlan
helyiértéken allé szdmjegyek Osszegét, 11-gyel oszthatd szadmot kapunk (ami lehet
nyilvan 0 is!) — 2563, 80817

25-tel: melynek a két utolso jegyébdl alkotott szam oszthatd 25-tel — 300, 575.
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4) QOsszetett oszthatdsagi szabélyok

Tétel: Ha két relativ prim oszt egy szamot, akkor a szorzatuk is osztja. Amennyiben
nem relativ primek, ugy nem biztos az oszthatdsag.

Jelekkel: ha ((a;b)=1ésa|césb|c)=a'b|c
Pl..3|36és4|36és(3;4)=1 = 12|36
5|80 és 10|80 == 50|80 - tudniillik (5;10)#1...

Mondjuk ki a 36-tal torténé oszthatdsag szabdlyat:
Mondjuk ki a 12-vel torténd oszthatdsag szabalyat:
Mondjuk ki a 24-gyel vald oszthatdsag szabalyat:
Mondjuk ki a 45-gyel vald oszthatdsag szabalyat:

5) Reldacio tulajdonsagok
a) ala Ezatulajdonsag a reflexiv tulajdonsaga az oszthatosagnak
Biz: 1-a=a

Def.: Reflexiv relacié (kapcsolat)

Az A halmazon értelmezett ~ relacio reflexiv, halbarmely a € A esetén ha a~a.
llyen pl.: a valds szdmokon a = reldcié (1,3=1,3) 5 a <reldcid (5<5).
Halmazokon a C relacio, ugyanis: HeH
Geometridban az/=. Egy haromszog egybevagd 6nmagaval.

Az egész szamokon az ,,oszthatosag” relaciéja: 5| 5.

Nem ilyen pl: a L-esség reldcio a sik egyeneseinek halmazan: egy egyenes nem
mer6leges Gnmagara.

Nem ilyen a <'relacio a valés szamokon: \/g nem kisebb 6nmaganal...

b) Altaldban hem sZimmetrikus az oszthatdsag: a|b # b|a

Az oszthatésag a természetes szamok kéorében ,antiszimmetrikus” tulajdonsag.
Természetes szamok korében: a|lb és bla = a=b (egyébként a=tb). Ez az
oszthatdsag - mint relacié - antiszimmetrikus tulajdonsaga.

Vagyis ha két természetes osztja egymadst, akkor egyenlék.

Def.: Antiszimmetrikus relacié
Az A halmazon értelmezett ~ reldcio antiszimmetrikus, ha barmely a,b € A esetén
ha a ~b és b~a egyszerre teljesil, akkor a=b

llyen pl.: a valds szamokon a < relacid.: ha a<b és b<a, akkor a=b!

(trividlisan az = relacid is)

Halmazokon a < kapcsolat: A € B és B C A, akkor A=B
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Def.: Szimmetrikus relacio:
Az A halmazon értelmezett ~ reldcid szimmetrikus, ha barmely a,b € A esetén ha
a~b, akkor b~a.

llyen pl.: a valds szamokon az ,=" relacié vagy a ,reciproka”.

Sikban az egyeneseknél: 1-esség: elf =fle

Vagy: t tengelyre vett tikorkép. Ha A=t(B) = B=t(A)

c) a|bésb|c= al|c Ezazoszthatdsag ,tranzitiv’ tulajdonsaga.

pl: 7|28 és 28|84 = 7|84.
Biz.:

Def.: Tranzitiv relacio:
Az A halmazon értelmezett ~ relacio tranzitiv, ha barmely a,b,c €"A esetén ha a~b
és b~c egyszerre teljeslil, akkor a~c is teljesil.
llyen pl.: a valds szamokon az ,,=" relacid, a < relacio
Ha a=b és b= c, akkor a<c
Ha a<b és b< c, akkor.a<c
Egészeknél: a|b és b|c, akkor a|c.
Geometridban az egybevagosag.
ABC4= A’'B' Clapés A'B'C' 4= A”B"C” 4 =ABC4= A”B"C" 4
Halmazoknal a <&
N (természetesek) < Z:és Z — R akkori N — R.

Nem ilyen pl: a 1-esség relacio a sik egyeneseinek halmazan.
Vagy a k6, papir, oll6” jadtékndl az erésebb relacid.

6) Egyéb_ tulajdonsagok
a) £alb ésc|ld = ac|bd Vagyis , az osztdk szorzata osztja az oszthatdk szorzatat”
Pl: 8|16 &s 5| 15(='8-5|16-15.
Biz:

WIN
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b) Alinearis kombindacié (Linearis kombinacioét a vektoroknal Iattunk!)

a|bésalc= a|(k-b + n:c) ahol k és n egész.
Szavakkal: ,,az 0sztd osztja az altala oszthatdk linedris kombinaciojat is’
Példaul:

7|14 és 7|35 = 7|20-14-3-35=280-105-t: 175 is.

12|24 és 12|84 = 12|5-24 + 3-84 =120+252-t: 372-t is

13|260és 13|13 = 13|10-260 + 3:13 =2600+39-et: 2639-t is

Biz:

)

Mutassuk meg, hogyha 3| 7n3-24n+42, akkor 3|n3

c) Alinedris kombinacié egy izgalmas alkalmazasa:
Nézzik a 24-et és.a.35-6t:
11-35-16-24 ="1.
Ez azt jelenti, hogy ha velna egy olyan a szam, amire: a|24 és a| 35,
akkor a|11:35-16-24=1vagyis a|1
De hat szam'csak egy van:a=1.
Vagyis: 24-nek €s,35-nek az 1-en kivil nincs kozods osztdja. Vagyis ,relativ
primek”. Ezt most'agy talaltuk ki, hogy nem bontottuk primtényezékre!!!!

Kévetkezmény:ha 3 xo;yoe Z - xo-a+yo-b=1 = (a;b)=1.
Vagyis ha két szamnak van olyan linedris kombinaciéja, amelynek az
eredménye 1, akkor az a két szam relativ prim. Pl. az el6bbi 24 és 35.
Hiszen a (d|a és d|b) =d| xo-a+yo-b=1 De ekkor d csakis 1 lehet...
Nagyon fontos kérdés lesz: ha (a;b)=1, abbdl kovetkezik-e, hogy 3 ilyen xo;yo.

(7100'. 7100+1)=?
(7100’. 7100+5)=?
(7190; 4-7190+12)=?

(1201 5.12(01004+168)=?
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A linedris kombinacié segitségével konnyen meg tudunk vizsgalni oszthatdsagokat
Pl.: 7]1512 ?

Allitas: ha a|b A atc = aft (b=xc).
Példaul: ha egy 7-tel oszthatdhoz 7-tel nem oszthatét adunk, akkor...

Konkrét példan: 7|1512 és 7+ 100 = 741612
Forditva érdekesebb: Igaz-e, hogy 7|2021 ? Ehhez nem kell osztanunk!

Az 4llitas bizonyitasa:

Vigydzat: két 12-vel nem oszthaté
oszthatjaa 12.

Pl.:

Osszegét-kulonbségét, szorzatat siman

valddi — ,,valddi osztok”.s
valddi pozitiv osztoi:
24 nem valédi pozitiv osztoi:

Add meg a 36 valddi pozitiv osztoit:
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7)

Példak a tulajdonsagok alapjan

a)

Igaz-e: 6|(a+b) < (6]a A 6]b)

b) Allitds: 15|2a akkor 15|6a—45

c)

36

Allitas: 17|3a+b akkor 17|37a-16b

Biz.: A:=3a+b és B:=37a-16b
Ha B-hez 17-tel oszthatdkat adva bizonyithaton 17-tel'oszthaték kapok, akkor...

Valéjdban a cél azvolt, hogy el kellett tlintethis

S6t, ekkor latszik, ha a végeredmény 17-tel nem egyértelm(in oszthato, akkor...

Nyilvdn, ha a 3a+b-hez lUgy tudok 17-tel oszthatd dolgokat adni és levonni, hogy
37a-16b- kapjak, akkor is igaz az allitas.

De a legjobb mddszer a kbvetkezd:

Ha,az A=3a%b és a B=37a—16b-nek csinalok egy olyan jo linedris kombinacidjat, (és
a linaris kombinacidban a B=(37a—16b) egyltthatdja relativ prim a 17-tel) ahol
eltlnik az ,,a”, akkor borzasztd egyszer(: ha 17 osztja a linedris kombinacidt, akkor
a37a-16b is oszthatdé volt 17-tel, egyébként nem.

Egy jO linedris kombinacié: 37(3a+b)-3(37a—16b)= 37b+48b= 85b. Es 17|85b v/

Mert ekkor: 37(3a+b)—85b = 3(37a—16b). Es mivel a 17 osztja a bal oldalt, és a jobb
oldalnal (17;3) (az egyltthaté a 3) relativ prim, ezért 17|(37a-16b)
(17 azért osztja a bal oldalt, mert osztja a 3a+b-t (ez volt a foltétel) és a 85-6t is.)



d) * Bizonyitsuk be, hogyha 13|(2a+b) = 13| 17a+4ab- 6a+b%—16b.

aabb

Namarmost, érdemes tudni, hogy az 1001 éjszaka mesé
1001=7-11-13.
A 168 6ra pedig egy hét: 7-24 éra.

A 2021 primfelbontasa pedig: 43-47 172

f)  Allitas: 7|(2a—4b)=B = 7| 10a+b+42=
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2) Masod - harmad - negyed fok, stb.
a) A Pascal-hdaromszog: Teljes négyzet, teljes kob stb.

Fontos: az ,elsé sor” a 0. sor — (a+b)°=1 0 0 1 0 0
1. sor: (a+b)!=1a+1b 1 1

2. sor: (a+b)? = 1a%+2ab+1b? 12 1

3. sor: (a+b)3 = 1a3+3a’b+3ab?+1b3 1 3 3 1

4. sor: (a+b)® = 1a*+4a3b+6a’b?+4ab3+1b* 1 4 6 a1

Vegylk észre:

e a3 tagok fokszama (a két tényez6 fokszdm@nak 0sszege) mindig a hatvdnyozas
fokszamaval egyenlé

e lletve a tagokban a tényez6k fokszdma: az egyiké a hatvanyozas fokszamatol
csokken egyesével a 0-ig, a masiké a 0-tél n6 egyesével a hatvanyozas fokaig.

e (a—b)" esetén az (a+(—b))"-t figyelve amikor a (—b) kitev6je paratlan (1, 3, 5 stb),
akkor negativ lesz az egyutthato:

(a—b)>=a*-5a*b+10a3b>-10a%b3+5ab*-b>

b) A Teljes hatvanyozas gyakorlasa'a Pascal-haromszéggel (symbolab.com)

(a-b)*= (a7h)*=
(a—b)°=

(a+2)3= (2x=1)%=
(5a-3)3= (2a—3b)3=
(3a-5)*=

(2x+3)°=

3) AzZonos kitevojl hatvanyok kilonbsége
a) al=b"=(a=b)(@"1+a"2b+ a"3b%+...+ a"*b*L+...+ ab"2+b"?)

Vedd észre: a hosszu tényezében a kitevk 6sszeqg mindig:
Az 4a” kitevdje egyesével .................. 0-ig, a ,,b” kitevéje egyesével ............... 0O-tol.

Ellen6rzésképp bonts fel a zardjelet:
a’-b%=(a—b)(a+b)=

a’*—b’*=(a—b)(a*+ab+b?)=

a*—b*=(a—b)(a3+a’b+ab?+b3)=
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b) Alakitsd szorzattd!
a’-1=
x*—1=
Figyelem: ,,In medio stat virtus” x*-1=
x’—128=
243x°>-32 =

4) Azonos paratlan kitev8j( hatvanyok 6sszege: a?**+b?**1= (a+b)(...)
a) a2k+1 + b2k+1=(a+b)(azk _ aZk—1b1+ aZk—ZbZ_ aZk—3b3+ _ + aszk—z

Ellen6rzésképp bonts fel a zardjelet:
a+b3=(a+b)(a’—ab+b?)=

a’+b’=(a+b)(a*-a3b+a’b’—ab3+b?*)=

Rogton egy ,,gyakorlati” haszon — mut

b) Alakitsd szorzattd!

ac+ 1=

éb, ravaszabb szorzattd alakitasok

a*+4=

a’+4b’=

a’+a+1=
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6

" a -1

Otlet: a*+a+1= —=
a -1

6) A hatvanyozas és szorzatta-alakitas gyakorlasa

(2x2-3)(5x2+2)= (-1)(8x*+1)=
(3x-1)3= (2x=5)3=
(x*-3)(x*+5)= (5x+3y—4)(5x+3y+

(2x+1)(x—3)(2x-1)(x+3)=

(x*+1)(x2+1)(x+1)(x=1)=
x2—y? =
x3—1=
x*—625=
X5—25 =
125x3-27=
32x>-1=

64x°-729=

x°+3125=
4=

Ox+ay=

ab+3b—2a-6=

15ax—10ay+6bx—4by=

—88x+16x%*+121=
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3a+a’—6ab—2a%b=

8x3+27=

3x°—48x2=

5x°—40x*+80x%=

4x*-13x%-12=

X +x+1=

XA+ 24HX+1=

9x%2-30x+25=

x6—16x3+64=

6a*—9a3+3a=

20bx%+a2-4x?>-5a%b=

3x4+12x3+12x2=

8x3—12x24+6x—1=

Xo=x3+x2—1=
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9a’-25-24ab+16b%*=

3x6—75x*+3x3-75%=

x*42x%2-24=

27x%4x=

xP+1=

4x* —101x%+25=

2x3—15-10x%*+3x=

Ix°—4x3+72x%-32=

8x3—12x24+6x—1=

8x°—32x3+x2—-4=

4x*-37x%*+9=

15x2+11x-12=

+11x-10
+ x*+x3+2x2+2x+2=

X+ 2xH4x3—x2-2x—1=

X°=5x*+6x3—Xx2+5x—6=
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7) Emlékeztet6 két nagyon fontos ismeretre

a)

b)

Relativ primekkel valé oszthatésag:

Haa|cAb|c A(a;b)=1 = ab]|c. Egyébként a kovetkezés nem biztos.

Ha két relativ prim oszt egy szamot, akkor a szorzatuk is osztja.

3 4 (3431 12
-

7752

A
7752 7752

Pl.: 0sszetett oszthatésagi szabdlyoknal: 6-tal, vagy 22-vel, vagy 12-vel vagy 45-tel

valo oszthatdsagi szabaly.
Egymast kovets szamok
Allitas: 5 egymast kdvetd szam kozt van 5-tel oszthatd.

Allitas: n db. egymast kovetd szam kozt van n-ne haté

!ztja: n3-n-t (neN)

Melyik az a legnagyobb termés
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b) Keressiink az A=23%+1-hez osztdkat.

Vegylk észre: a*'+1-bél kiemelhetd a+1, vagyis nem prim.

Olyan Fermat-szamok, amelyek primek; tehat Fn=22n+1 alakd prim

ismert: 22 +1=3 27 +1=5 2% +1=17, 22 +1=257,2
641

2° _
De sajnos: 2° +1=4294967 297

S6t: lehet, hogy nincs is tobb ilyen prim.
c) *Keress a 61*+4-hez osztot!

\ 4

d) bbeknek: 8|32"+7)

yo

ez6 szamok kdzt van 7-tel oszthatd: a?—2; a’~1; a’+3;

f)  Allitas: 13]4200—9%°
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g) Alappélda: Mutasd meg, hogy ha (ke N*): 2%~1 = k=prim

Ez un. indirekt bizonyitas volt: felteszem, hogy nem igaz az allitas, és ekkor
ellentmondasra jutok.

Edesapdd — édesanydd szokta haszndini: ,Sziil6: Fiam, te egy lust lami vagy.
Gyerek: Draga sziilém, bizonyitsd be! Sziil6: ha nem volndl lusta, akk buktal
volna meg. De megbuktdl...”

9) Szorzatta alakitas, relativ primek, egymast kovet6 szam

a) Allitds: ne Z= 4|n*-2n3+n?=K

b) Allitds: neZ=15|n

:n€ Z= 14|n’-n=A
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d) Mutassuk meg, hogy ha neZ = 6|n3+5n

e) * Milyen ne N esetén lesz igaz: 120|n®+2n°~ n2-2n=K

‘9\\’
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Szamrendszerek

1) Szamrendszerek és atirasok (ismétlés)

a)

b)

Helyiértékek — szamok alaki, helyi és valddi értéke — valddi értékek dsszege

Valédi értéke 0-9-ig van a szdmoknak.
, AP . . ,, 10000 1000 100 10 1
A 10-es szamrendszer helyiértékei pl. 5 jegyliszamnal: a b ¢ d e

Az a 4ll a 10 000-ek (tizezresek helyén) a b az 1000-ek (ezresek helyén) stb.

A tizes szdmrendszerben a helyiértékek a kovetkezdbk:
10", 10", ... 103 10%; 10%; 10°.

Nézzik a 60 315-6t:
Ebben a szdmban tehat a 6 alaki értéke 6, de a 10000-esek helyén all, vagyis a
helyi értéke 10 000, igy valdjaban a ,Valddi értéke”: 60000.
A 3 a szadzasok helyén all, alaki értéke 3, de a szdzasok ‘helyén all, ezért a
helyiértéke szaz, igy a valodi értéke: 300.

Szam valddi értéke: alaki érték - helyiérték

igy tev6dik dssze az eredeti szam: a valddi értékek dsszegeként.

0*10%10% 10" 10°

Pl: 60315= 6 0 3 1 5 =6-10%0-103+340%+1-10+5-10°%=
=6-10000+0-1000+3-100+1-10+5-1=60315

Egyéb szamrendszerben a helyiértékek
Az 5-0s szamrendszer helyiértékei egy 6 jegyl szamnal:
5°; 5% 53.52.51. 50 _
vagyis: 3125-0s0k, 625-050k;125-0s0k, 25-0s0k, 5-6s06k és 1-esek.
lgy a 201435 szamrendszerbeli szdm'a kovetkez6t éri:

54 53 52 5[ 51]

20143 =2625+0-125+1-25+4-5+3-1=129810.

Vegyilk észre, hogy 5-6s szamjegy nincs (ahogy a 10-es szdmrendszerben 10-es),
mivel ha 5 db. 125-6st.vennék, az 1 db 625-0s...)

Emlékezzlinks,5-0s kaszin6”, ahol a zsetonok értéke: 15, 55, 258, 125S, 6255 stb.
Ha beviszém a halom dollart a kaszindba, akkor a lehet6§ legkevesebb zsetont
akarom a zsebembe zsufitani:

ezért pl. 677 S esetében nem 5 db. 125-6st teszek zsebre, és még mast.

Hanem eleve 1 db. 625-6s zsetont, marad még 52 dollar.

Ebbél 125-6s zsetont nem tudok venni. Vagyis megvan még az 52 S.

52 $-bél nem 10 db. 5 S-os zsetont veszek, hanem 2 db 25-6st, és még marad 25.
Ebbdl nem tudok venni 5 $-os zseton,

de veszek még 2 db 1 $-os zsetont.

Vagyis: 67710= 102025
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c) Atirdsok

irjuk at tizes szdmrendszerbe a 40325-6t

lrjuk 4t hatos szdmrendszerbe a 11071¢-et.

Kétféleképp is lehet — az els6 moédszer az érthetébb, a masik algoritm gy
lasd azt is:
1. Mo.:

2. Mo.: A masodik — algoritmik
Kaszinds mddszer.

konnyebben elfelejthetd, mint a
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ird 4t az 101101,-et 10-es szamrendszerbe.

ird at az 50-et 2-es szamrendszerbe.

2) Miliveletek szamrendszerekben (https://decimal-
a) Mely szamrendszerre igaz: 22,-114, =2552,

Mo:
Van néhany segit6 megkotés:

b) 771x=244-31x+5« (24«- 0s €5 5 a maradék)

d) ** 122611=3101y. x=?
(Mo.: (x—8) kiemelheté...
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Szamelmélet — LNKO és LKKT

LNKO=Greatest Common Divisor LKKT= Least Common Multiple
A szamelmélet alaptétele

1)

2)

3)

Az egység
Ha egy szam minden szdmnak osztdja, akkor azt a szamot egységnek nevezziik.
Vegyiik észre, hogy az egész szdmok korében az egység: 1.
Erdekesség: nézzilk a ,paros-orszagot”, ahol csak paros szamok vannak. Aki
paratlan szamot ir le, annak levagjak 2 ujjat (kevesebbet nem lehet, mert az paratlan
lenne...)
Itt nincs egység, hiszen 2|12, de 2110. (Miért?)
S6t, nagyobb diszndsdg is van még itt. Tudnillik: 242.

A primek kezd6 definicidja, és az 6sszetett szamok

Def.: pe N\{0;1}. Ekkor p prim akkor és csak akkor, ha esak az 1 és dGnmaga az osztdja.
Osszetett szamok: azok az egynél nagyobb egészek, melyeknek 2-nél tébblosztéjuk van.
A szamelmélet alaptétele — és a kanonikus alak

Barmely egynél nagyobb természetes Szam egyértelmiin “bonthaté fel primek
szorzatara a tényezdk sorrendjétdl eltekintve (— bdarmilyen mddon végzem is el a
félbontdst).

Minden 1-nél nagyobb természetes szam egyértelmdnifelirhato:
n

n=p'-ps-p;-pic..pr =Hp,.”' alakban, ahel:"az alapok (pi; ... pn) szigordn monoton
i=1

novekvé (tehat kilonb®zd) sorozatban allé primék;€s rie N*.

Ezt az elGallitas az n szam ', kanonikus alakjanak” nevezziik.

Forditva: hakét szdm kanonikus alakja megegyezik, akkor a két szam megegyezik; és ha
két szam' kanonikus “alakja kiilonb6z6 primek vannak, vagy legaldbb egy prim egy
hatvanykitevében kiilbnbézik a két szadmban, akkor az a két szdm nem lehet egyenlé.

Adjuk meg a 3 240 000 kanonikus alakjat!

Egyenl6-e: 102194 és 11°-8°

illetve 15-128-84-72 és20-28-27-24-32
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4)

Erdekesség: ,paros - orszag”: bontsa fol mindenki a 60-at szorzattd
addig, amig lehet.
(Abra: A fiirésztelep vezetbje még 6t sért rendel.)

Ugynevezett ,felbonthatatlan” szamokig jutottunk, de nem ugy
tinnek, mintha primek lennének...

Vagy pl.: (2-3-5)-(2-7)=30-14=420 Ugyanakkor: (2-3)-(2-5-7)=6-70=420, s6t:
Osztok keresése, osztdok szama

Keressuk ki az 180 osztoit parba allitassal!

Tovabb nem megyek, vagyis a 14-et mar nem,vizsgalom meg.

Mi van, ha 6sszeszorzom az 6sszes pok??7??

sztok tula

a 360 osztdi a kanonikus alakjabdl: 360=23-32.5

r kanonikus alakban irjunk le olyan szadmokat, melyek valamely ok miatt nem
tnek a 360 osztdi. Ne csak egyprimes kanonikus alakot irjunk, és a kilénb6z6
zamok kulénb6z8 okok miatt ne osszak a 360-at!

51



irjunk most le kanonikus alakban olyan szdmokat, melyek osztjak a 360-at.

b) Mik lehetnek az osztdk altaldban? (A természetes szamok korében vagyunk!)

A szamelmélet alaptétele miatt: egy N szam osztéi azok és csak azok az m szamok,
-vagyis m|N- melyek kanonikus alakjaban csak az N szam
szerepelnek, és legfeljebb az N-ben szereplé hatvanyon.

lgy a 360=23-32.56sszes osztdjat a kdvetkezSképp lehet , felirni

20-3.30-2. 50-1

c) Irjuk fel a 360 osztéit fa-strukturaval:

d) Az osztok sza

v (rnt1)

| kapcsolatos gyakorlasok

a) Melyik az a legkisebb természetes, melynek 8 db osztéja van?

52



b) 125! hany 0-ra végz6dik?

Olvasmany:

= n n—5S_(n)
Legendre-formula: ¢ (n!)zz = eV

p i
p p-1

Vagyis az n! kanonikus alakjaban a p prim klteVOje
egészrészének Osszege) egyenld, illetve az
adott szam, Sp(n) az n szdm p alapu szamrend
nevez6ben pedig p-1 all.

i=1

Mely szdmoknak van pdratlan osztéja?

Osztok pdarba allitdsabol:

A kanonikus alakkal

em, majd a végeredmény primtényezdinek a kitevait
-at kaptam. Mi lehetett az eredeti szam, ha az a legkisebb.

az a legkisebb szam, amellyel meg kell szorozni a 600-at, hogy teljes négyzet
és teljes kob is legyen?

53



f)  1960-nak hany olyan osztdja van, mely nem oszthaté 20-szal?

K6baltas modszer:

2:] 21 2-__

50 5! 5 5 5" 5! 5 5!

- ' b 2 - 2 =0 1 2 —_ i 2 1 T
TR REP LR TP T T T T

Otletesen:

7) Oszthatdsagi szabalyok — elemi oszt
a) 3-mal, 9-cel, 5-tel, 4-gyel, 8-cal s
Mondjuk ki a szabalyo

elyére, hogy a szam a lehet6

tehat tudjuk: x ésy.

c) Bizenyitsuk be a 4-gyel vald oszthatdsag szabalyat.
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8) Négyzetszdmok - kdbszamok stb.

a) Tétel: a négyzetszdmok osztdinak a szdma pdratlan (mar bizonyitottuk)
b) Tétel: egy szam n-edik hatvanyanak kanonikus alakjaban a kitevdk:

c) Lehet-e négyzetszam: 1254577

Megtaldlt szabaly:

d) Lehet-e négyzetszamaz A=1212612 6217

e) Irjunk fel egy olyan szamot, aminek szorosa négyzets is és kobszam is

9) Osztok és a relativ prim

a) n=2°37.510.1

c=233%52
b=22.5°11 c= 5% d=2%5811
f=2%11 g=3° i=23.5311-13
m=-57-11-13 n=2° 0=3’.5%0.

z el6bbiek kozul b-i|n

an szamolni kellett a kitev6ket.
ely szamokrol lehet rdnézésre tudni, hogy a szorzatuk biztos osztja az n-t?
Mondj kéziluk ilye parokat!

Hogy hivjuk ezeket a szampdrokat?
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b) Arelativ primek

A szamelmélet alaptételébdl kovetkezik, hogy ha a és b relativ primek — vagyis
(a;b)=1, — akkor a kanonikus alakjukban nincs k6z0s prim.

Allitas:
Legyen n=p}-pZ-p>.-pk-..-p" Ekkor ha a|n és b|n esetén akkor mondhatjuk
biztosan, hogy ab|n, ha nincs k6zos primtényezgjlik, vagyis relativ primek!

10]1050 és 21|1050 = 210| 1050 mert:
100|A és 101|A =10100| A mert:

Feladat: két természetes szam —a és b — 6sszege 80, LNKO-juk4.Mik lehetnek ezek
a szamok?

N—"

a b
[ b '(a'b)J:1
Gondold at: (a, ’

10) Oszthatdsdgi szabalyok - 6sszetett oszthatésagi szabalyok

a)

b)

e)
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Mondjunk 6sszetett oszthatdsagi szabalyokat: 6-tal, 12-vel, 24-gyel stb.

Igaz-e, hogydami oszthatd 15-tel és 6-tal, az oszthatd 6-15-tel, vagyis 90-nel?

Oszthatosagi szabalyok: 45-tel illetve 72-vel valé oszthatdsag.

Mivel valé eszthatdsagot kell akkor figyelni, ha valamit 360-nal kell tudni osztani?

53x4
Milyen szamjegyet kell x helyére irni, hogy a tort értéke egész legyen: ¥

Vegylk észre, egyaltalan nem egyértelmd, hogy mindig lehet megoldas...



A linedris kombinacié és az LNKO - (a;b) el6allitasa xoa+yob alakban

1)

LNKO megtalalasa a Szamelmélet alaptétele felhasznalasaval

a)

b)

Definiciok

K6z6s oszto: két vagy tobb szam kozos osztdja az a szam, mely mindegyiknek
osztdja.

LNKO: a koz0s osztok kozil a legnagyobb (ha van ilyen).

Trividlisan: (a;0)= Pl: (12;0)=12
llletve: (a;1)= Pl.: (51;1)=

Kitiintetetett kéz6s oszto: az a kdzos osztd, melynek minden egyéb kézos osztd
osztdja (ha van ilyen).

,Paros orszagban” nincs ilyen: (180;300) =30 (ez a legnagyobb);de mondjuk a6 is
k6z06s oszto, csak éppen nem osztja a 30-at.

Bizonyithato hogy az egész szamok korében az LNKO egybenKitliintetett k6zds osztd
is!

Az LNKO és a koz0s osztok megtalaldasa a Szamelmélet alaptétele felhasznalasaval
(4200;4680)=? Mo.: 4200=23.3-52.7; 4680=23%.32.5-13

(4200;4680)= 23-3-5 = 120.

Ezt minden k6z0s osztd osztja, hiszeh a kdzos osztdkban a kitevék a kdvetkez6k
lehetnek: 20-3.30-1.50-1,

Tehat a kozos osztok szama az Inko osztoinak.a szama.

Kdzos osztdk: 203.39-1.50-1 yagyis:\16 ilyen van.

rjuk fél a , kipottyant” kézos osztokat:

d(23-31.54)=(3+1)(1+1)(1+1)=16 db. osztd.

Megallapithatjuk: két v. tobb szdm koz0s osztdi az Inko-juk osztdi, igy a kozos osztok
szama a Inko osztdinak a szama.

LNKO a szamelmélet alaptétele szerint:

Két (vagy tobb) szam LNKO-jat elGallithatjuk ugy, hogy a kdzos primtényez6ket az
el6forduld legkisebb hatvanyon 6sszeszorozzuk.

Hiszen két vagy tobb szdm koz6s osztdéja csakis olyan szam lehet, melynek
primtényezds felbontdsdaban csakis olyan prim szerepel, amelyik mindegyik szadm

kanonikus alakjaban megvan, és csakis olyan hatvdnyon, amelyik hatvany még
mindegyikben szerepel.
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A tétel segitségével belathatd, hogy az LNKO egyben kitlintetett kdz6s osztd is,
vagyis minden kdz0s osztd osztja.

Vegylk észre, hogy a paros szamok korében az Inko nem kitlintetett k6z0s oszto:
Pl: (36;24)=6, ugyanakkor pl: 2 k6z0s osztd, de 2/6.

Gondoljuk at: ha két szamot leosztok az LNKO-jukkal, mit kapunk?
(Segitség: a kozos primekbdl kell kiindulni!)

Gyakorld-feladatok:
(i) Keressik mega 45000 és a 3500 Osszes kozos 0szt6ja
45000=235%33; 3500=2%5371.

\ 4

De valdjaban nincs sziikség a primtényezds folbontasra!
Ha d| 14000 és d| 14001 akkor:

Erdekes észrevétel: két egymast kdvetd szam mindig relativ prim



b) Szdmok tavolsaga és a kozds osztok

(i) Adotta 453025 ésa453032. Milehet az LNKO?

(ii) Adott két szdm: A=33 535 800 és a B=33 535 809 Mely szadmok lehe

osztoik?

Had|Aésd|B=

Hasonléképp A=105 091 028 és B=105 091 042 ko

Es mivel: ....|JA=

(iii) (5053;505

3) Alinedris komb

d| 30, akkor d|6:42—-8:30=12 Kiirva: d|12

Va a 42 és a 30 barmelyik k6z6s osztdja osztja a 12-is.
osztoi: 12, 6,4, 3, 2, 1.

ek kozil a legnagyobb, ami még osztja a 42-t és a 30-at is: a 6.

Nyilvdn, ha van az a-nak és a b-nek egy kdz6s osztdja: d,
vagyisd|a ésd|b = d | xoa+yob.

k6z06s
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igy példaul: ha d|2335 és d| 1000 (vagyis d egy kdzos osztd) akkor:
d|2335-2:1000=335.
Tehat a kozos osztdk a 335 osztdi lehetnek csak.

De még jobb:

ha d| 2335 és d| 1000 (vagyis d egy kozos osztd) akkor:
d|3-2335-7-1000=7005-7000=5.

Vagyis ami osztja a 2335-6t és az 1000-et, az osztja az 5-6t is.
Masképp: a kozos osztok (igy a legnagyobb is): osztja az 5-6t

Mdrpedig az 5 osztja mindkett6t, ezért az 5 a legnagyobb koz0s oszto.

Nézzlik az 1400-at és a 3501-et.

Ha d| 1400 és d|3501-et: akkor d|2-3501-5-1400=7002—-7000=2

Vagyis a koz0s osztok osztjak a 2-6t: d| 2.

Az ilyen kdz0s osztd csak az 1 és a 2 lehet.

De a 2 nem osztja a 3501-et: ezért a legnagyobb kozos osztd az 1, vagyis:
(1400;3501)=1 - relativ primek.

Nézzlik a 242-6t és az 55-0t.

Ha d|242 és d|55-et: akkor d|242-4-55=22

Vagyis a k6z0s osztok osztjak a 2246t: d|22.

Az ilyen k6z06s oszté az 1; 2; és a/11 lehet.

2 nem osztja 55-6t, de a 11 igen'és.a 242-6t is: vagyis 11 a legnagyobb koz0s osztd.

A linearis kombinaciéthaszna

Nézzik meg a 175 ésa 117 egy linedris kombinacidjat: 3-117-2-175 =1
Mire kovetkeztethetiink?

Vegyik észre: had xo; yo - xo:a+yo'b =1 = (a;b)=1
Vagyis ha taldlhato olyan linearis kombinacid, amelyre 1 lesz a végeredmény:
akkor azia Két szam relativ prim.

Pl.: 4.16-7-9= 1. Vagyis: (9;16)=1.

Vigyazat: ha 3 xo; Yo — Xo-a+yo'b = ¢ # c az Inko. Pl.: (15;42)=3,
€s mégis: 6:15-2-42=6, de a 6 nem k6z6s osztd!

Csak annyi biztos, hogy a kdz6s osztd osztani fogja a 6-ot is
hiszen ha d|15ésd|42 = d |6-15-2-42, vagyis d|6

Lasd kordbban: d|a ésd|b = d | xoa+yob.



c)

(3a; 6a+1)=?

4) A kozos osztok ,lélekvandorldsa” vagyis ataddsa

a)

(273;798)

Ha d|273 és d|798, akkor: d|798-2-273=252, vagyis d| 252
Miért a kétszeresét vontam ki a 273-nak, miért nem csak simdan: 798-273

Tehdt az eredeti két szam barmely k6z0s osztoja osztja a 252-6t is.

d|798 és d|273 és d|252.

Vagyis a koz0s osztdk ugyanazok, ezért elég a két kisebb szam kozos osztéit
(legnagyobb koz0s osztdjat) keresni: (273;252)

Ha d|273 és d|252, akkor: d|273-2s252=241, vagyis d |21

A kOz0s osztok —d — vandorolnak tehat egyre kisebb szamokba.

d|798 és d|273 és d|252 és d|21.

Vagyis a koz0s osztok ugyanazok, ezért€lég a két kisebb szam kozos osztoit
(legnagyobb koz0s osztdjat) keresni: (252;21)

Ha d|252 és d]21pakkor: d|252-12-21=0Q4vagyis d|0 de valdjaban ez azt jelenti,
hogy 21|252-6t.

igy a (273;798)=(252;21)=21

b) Jelekkel:

dlaésdlb = 4|bésd]|(a—k'b)
d|b és df{a—kd#d)= d|aésd|b (hiszen a=a—kb+kb)

VAGYIS¥@és b kdz6s osztéi ugyanazok, mint b és a—kb kéz6s osztéi — sét akkor a
leghagyobb k6z0s osztd is ugyanaz.

Nyilvdn ugy érdemes csindlni a dolgot, hogy a linedris kombinacié eredménye
mindkét szamnal kisebb legyen...

Vegylk észre, hogy az els6 sorban az ,a—k-b” helyett irhattuk volna linearis
kombinacidjukat is, és az néha nagyon mohon kicsi szam lesz.
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5) Hasznuk algebrai tortek egyszerUsithet6ségénél

a)

b)

62

20+1

5a+6
Mo: A feladat majdnem a (2a+1;5a+6) megtaldlasaval egyenrangu

Mely a-ra lehet egyszerd(siteni: a tortet?

(2a+1;5a0+6) koz0s osztdi a (2a+1;a0+4) kozos osztoi
(Kivontam 5a+6-bdl a 2a+1 kétszeresét: 5a+6 — 2(2a+1)=a+4)

(2a+1;0+4) kOz0s osztdi a (—7;a+4) k6z0s osztoi:
Hiszen: d|2a+1 és d|a+4 = d|(2a+1)-2(a+4)=—7

Vagyis a két kifejezés k6z6s osztdja csakis a 7 lehet, vagy a 7-n

Akkor lesz a 7 az LNKO, ha a+4=k-7, vagyis: a
pl: a=7-3-4=17.

2:17+1 35 | , )
— Es ez valdban egyszerd(sit

5.1746 91
) &‘ ten 7b+1 ‘
net e sitent: =
gyt 5b—3

dval egyenrangu

Nézzik meg:

Mennyi lehet a (5b-3;7b+1), ille

Mo.: A feladat majdnem a (2b+1

atarozd meg (a;a+6) lehetséges értékeit



d) All.: (72-2;7°+2)=1

e) All:(a;b)=1 = (11a+2b;18a+5b)=19 v. 1.

f)  Mutassuk me
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6) Egyéb gyakorldpéldak (Az a és b valtozdk természetes szamok)
a) a’—b?=14580; (a;b)=18. Mi az ,,a” ésa ,b"?

b) All.: 24|a*+2a%-a’-2a=A

nnyi az ,a” ésa ,b”?
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Legkisebb k6z6s tobbszords: Least Common Multiple

1)

2)

Definicidk; példa
Legyenek a1, az...an € Z\{0}.

Ekkor De Z k6z6s tobbszorosik, ha mindegyik osztdja D-nek.
Ekkor De Z a legkisebb kdz6s tobbszoros, ha VC kozos tobbszordsik esetén: |D|<L|C|.

Pl.: [4;6]=12
1 1 2 3 5
— + P pp— _——
Vagyis 6 4 12 12 12 Csticsok szama: (/| Pontsor T animal
IR0 SOkSZS,g 6 ,/ Pont (tvonala .
A\so’@sukszég 4 [~ | Pent nyemvonala Alapallapot

http://tananyag.geomatech.hu/b/145580#material/144980

https://www.geogebra.org/m/wwcFCUuj#fmaterial/G9qjs81v

Tételek
a) Alegkisebhbk0z6s tobbszérds megkeresése a Szamelmélet alaptétele segitségével

Elég két,szamra megvizsgalni,utana altalanosithatunk
Vizsgaljuk meg, mi,a sziikséges feltétele annak, hogy a|M-t, a kanonikus alakot
tekintve.

a|M = dke Z_k:a=M. Vagyis az M szam primtényez6i mindenképp szerepelnie kell
annak, 'amidmegtaldlhatd az a-ban, és legalabb akkora hatvanykitevével kell
rendelkeznie, mint az a-ban.

Konkrét példan:

[5500;29 400]=[2%5311; 23.3-52.7%]=M

Hogy 5500 | M-t, azért M-ben szerepelnie kell: 22.52.11
Hogy 29 400| M-t, azért M-ben szerepelnie kell: 23.72.
A legkisebb ilyen, melyre mindkett6 igaz: M=

Tobb, vagy magasabb hatvanykitevé pedig ne legyen, mert akkor M nem a
legkisebb.
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3)

Vagyis a ,mddszer” [a;b] keresésére: vessziik a szamok kanonikus alakjaban
eléfordulé osszes primtényezét a szereplé legmagasabb hatvdnyon, és
Osszeszorozzuk Oket.

Gyakorlasa:
[45;12]=

[1500;5000]=

b) Tétel: A legkisebb k6zos tobbszoros egyben kitiintetett k6zds tobbszorés
A legkisebb kézds tobbszords kitiintetett kzds tébbszords, tehdt minden, k6z6s
tobbszorost oszt.
A kanonikus alakokkal belathaté.
c) Tétel: relativ primek legkisebb kdzd6s tobbszordse a szorzatuk!
A bizonyitas a kanonikus alakkal nagyon egyszerd: hiszen két relativ primben nincs
k6z0s primtényezd, vagyis az LKKT-be bekeril mindketts tag 6sszes primtényezdje,
a bennlk szerepl6 hatvanyon, tehat az LKKT a szorzatuk.
Pl.: [22-13-174 32.5-237]= 22.32.5.13-174.237 v
d) Az LNKO és az LKKT kapcsolata
a-b
[aib]=—
Tétel: (a, )
Nem bizonyitjuk.
Példak
a) [a;200]=3000. Mi lehet az a”?

b) 2-en elindulnak egy kor alaku palyan, az egyik 10, a masik 14 percenként tesz meg
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c) 1-200-ig dbrazoljuk Venn-diagramon azokat a szamokat, amelyek 10-zel oszthatdék,
illetve azokat, amelyek 6-tal oszthaték.
H={1; 2; 3... 200}
A={xe H| 10|x}; B={xeH| 6|x}

Mit allapitunk meg a k6z06s részrél? AnB

Abrazoljuk Venn-diagramon C és D halmazt,
H={1; 2; 3... 200}
C={xe H| 90|x};
D= {xeH| 20|x};

d) okat Venn-diagrammal
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e) A={xeN| 14|x}; B={xe N | 21|x}; C={xe N| 10|x}
Abrazoljuk mindezt Venn-diagramon. Alaphalmaz: N.
Mit allapitunk meg a k6zo6s részrél? ANBNC

Hogyan kellene okosan felrajzolni a kdvetkez6 halmaz H={1; 2; 3... 200}

D={xe H| 2|x}
E={xeH| 10|x};
F={xeH| 3|x};

: 540. Mi lehet a két szam?

g) Melyik az a legkisebb természetes szam, melyet 12-vel, 13-mal és 14-gyel osztva
mindig 10 a maradék?
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Szamelmélet — A maradékok vilaga az egész szamoknal - olvasmany

I. Szdmok osztasi maradéka
1) Bevezetés 7-tel
a) ,Bardti szamok” és,Barati korok” a 7-tel adott maradékok vilagaban.

7k 3 7q 3 3 7s 7n 3 7t 3
N—o—O6—e—O0—e—O0—e—0—
7k+3 7q9+3 7s+3 7n+3 7t+3

A ,bumszlik” a 7-tel oszthato szamok.
Téluk jobbra vannak 3-mal az ,,lreskarikas” szamok.
Miket allapithatunk meg réluk?

Nevezzik 6ket a ,,7 szerinti barati szamoknak®, ,,Z szerinti baratitarsasagnak”

Erdekes felfedezést tesziink a 7-tel adott ,maradékokkal” kapcsolatban:
17=7x2 + 3 a maradék 38=7x5 + 3'a maradék

7k 7k+3  7q 7q9+3 7s 7s+3  7n 7n+3 7t Tt+3

De mennyi a —11-nek a maradéka 7-tel osztva?

Es a —18-nak?

Két szam ,,a” és\,,b” akkor,7 szerinti barati szam”, ha:

A ,két|szam 7 szerinti ugyanolyan osztasi maradéka” helyett érdemes inkabb a
kovetkezét mondanunk:
Az ,a” és ,,0” szdm ,7 szerinti barati szam”, ha 7|a—b

c=7k+5 d=7m+5. PI. k= m=
Ekkor 7| (7k+5)—(7m+5)

Ezentul a ,,7 szerinti barati szamokat” a kovetkez6képp jeloljiik:
a = b mod 7 és azt mondjuk, hogy ,,a” kongruens ,,b” mod(ulo) 7.

Es ez azzal ,ekvivalens”, egyenértéki, hogy 7|(a—b)
Vagyis: a=bmod7 < 7|(a-b)
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b) A 7-tel adott ,barati tarsasagok”, azaz , kongruencia osztalyok mod 7”

70

Két szdm akkor ,,7 szerinti bardti szam”, ha kulonbségiliket osztja a 7, de ez azzal
egyenérték(, hogy a maradékuk ugyanaz 7-tel osztva.

Nyilvdn a 7n+3 alaku barati szamok:
-67;-60; ... —32; -25; -18; -11; -4, 3; 10; 17 ... 73; 80; 87, ... 14003; 14010 ...
n;k € Z, ekkor 7n+3 és 7k+3 barati, vagyis 7| (7n+3)—(7k+3)=

Ezek a szamok egy ,barati tarsasdgba” tartoznak, ugyanabba a ,kongruencia
osztdlyba mod 7”

A 7n+5 alaku barati szamok:
—65; =58; ... —30; -23; -16; -9; -2; 5; 12; 19 ... 75; 82; 89, ... 14005; 14012...
n;k € Z, ekkor 7n+5 és 7k+5 barati, vagyis 7 (7n+5)—(7k+5)=

Ezek a szdmok egy masik ,bardti tarsasdgba” tartoznak, egy masik ,kongruencia
osztdlyba mod 7” tartoznak mind.

A 7 szerint milyen alaku kilonb6z6 ,barati” tarsasagok'vannak, pontosan hanyan
vannak?

0 1 2 3 4 5 6
8 9 10

7 —6 =5 —4

14 15

-14 -13

Nyilvan barmelyik szamot valasztva egy oszlopbdl, az egyértelmdn képviseli azt
a , barati tarsasagot”, azt a ,, kongruencia osztalyt mod 7”, azt az oszlopot.

A vastagon szedett sort hivjuk a ,legkisebb nemnegativ teljes
maradékrendszernek”, mivel mind kilonb6z6 osztalyba tartozik, az Gsszes
,barati tarsasagot”, vagyis ,maradékosztalyt” képviselik, és a legkisebb de még
nem negativ szamok.



2)

Gyakorlas mas szamokkal
Mas ,,modulussal” |étrehozott kongruencidk, maradékosztalyok, ,legkisebb nemnegativ
teljes maradékrendszerek”

Irj a vonalakra kiilénbdz8 szamokat: egyjegyit, kétjegy(it és haromjegy(it!

___=5mod7 __=5mod7 ___=5mod7
___=5mod12 __=5mod12 _ =5mod12

irj a vonalakra kiillénb6z6 szamokat: egyjegyit, kétjegydit és egy negativot!

___=25mod 10 ___=66mod10 ___ =75mod 10

__=25mod 4 ___=66mod4 ___ =75mod4

Add meg a legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszert mod 3 és'mod 5!

mod 3

mod 5

II. Definicié és tulajdonsagok

1)

Kongruencia definicié

Adott me N\{0;1}. Ekkor azt:-mendjuk, hogy a;beiZ, ekkor a= b mod m < m|(a-b).

Vagyis ha adott egy 1/nél nagyobb termeészetes modulus, akkor két egész szam
kongruens mod m, ha.m'osztja a killonbségliket.

Hany kilonbozé ,barati tarsasag”, maradékosztdly van a kévetkez6 modulusokkal,
vagyis hany tagd a\,legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszer” mod m? irjuk fel
néhany ,barati tarsasagot”, vagyis ,maradékosztalyt” néhany elemmel, és 3altaldnos
alakbaf is.'/Adjuk mega legkisebb nemnegativ maradékrendszert is”

m=2
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2) Tulajdonsagok (a szerepl6 szamok egészek, természetesek)
a) Miuveletek
¢ a=bmodm & atk=b+k mod m
Nyilvan: m|(a+k)—(b+k)=(a=b) v’
Pl.: 10-et adunk hozza:
Pl:16=37mod7 <26 =47 mod7

A kongruenciaosztalyok nyilvan ,atalakulnak”
a =0 1 2 3 4 5 6 mod 7
at5= 5 6 0 1 2 3 4 mod 7

¢ a=bmodm= k-a=k-bmodm
Nyilvan: m|ka—kb=k(a=b) v’
PI.:
Pl:16=37mod7 <32 =74mod?7

A kongruenciaosztalyok ,,atalakulnak” 2-vel szorozva
a 0 1 2 3 4 5 6 mod,7
2a 0 mod 7

S6t, valamelyik el is tlinhet
b = 0 1 2 3 4 5 6 mod 6
4b= mod 6

S6t, teljesen is eltlinhetnek, egy, maradékosztalyba csoportosulhat az 06sszes
végeredmény. Példaul module 5 esetén mennyivel kell szorozni?

b) Maradékosztalyok képvisel6inek szorzata
e 2 b "'mod m
C d modm=
a:c =b-d mod m
Biz: Azt kell belassuk, hogy m|(ac—bd)=(ac—bc+bc—bd) = c(a—b) +b(c—d).
Az m pedig o8ztja c(a—b)-t is, b(c—d)-t is, vagyis a kiildnbségiiket is. £v

Pl.: 37 =2 mod 7 és 74=4 mod 7.

Ez azt jelenti ,kozonségesebben”, hogy mivel a 37 az 2-6t, a 74 pedig 4-et ad
maradékul 7-tel osztva. Ezért:

a 37-74 maradékat elég ugy megallapitani, hogy a 2-:4=8 maradékat nézziik meg,
ami 1- lesz.

Vagyis: 37-74= 2:4=8 = 1 mod m

Korabban a modulo 10 kongruencianal ezt pontosan ismertik: hiszen a 10
modulusu legkisebb nemnegativ maradékrendszer a 10-zel adott osztasi
maradékok: a szamok végz&dése. Es tudtuk, hogy egy 7-re és egy 4-re végz3ds
szam szorzata mindig 8-ra végzédik:

17-34=507-234=7-4 =28 =8 mod 10
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e Erdekes haszna ennek a tulajdonsagnak
o Hatvanyozas
k=1 mod 6 Megszorozzuk mindkét oldalt 6nmagdval:
k’=12mod 6 Megszorozzuk mindkét oldalt 5nmagaval:
k=1 mod 6 stb

k%=1 mod 6.

igy példaul: 19°° 6-tal osztva maradékul 1-et ad:
19°°=1°° mod 6

o Lehet-e négyzetszdm a 35n%+3 ?
Nézzik meg, hogy 5-tel milyen maradékosztalyo
[.n.t.m.r-t nézni:

n= 0 1 2 3
n= 0 1 4 4
Vagyis nincs olyan szam, melynek nég . nne kongruens

mod 5, vagyis:
Ha azt kell megvizsgdlnunk, hogy a 35n%+
lathatjuk, hogy:

‘a+Yyo'C = Xo-b+yo-d mod m

izonyitas:

458 = 2 mod4
—-65= 3 mod4
=9:458+3+(—65) = 9-2+3-:3 = 27=3 mod 4
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lll. Szamelméleti hasznuk - gyakorlas

e Mekkora maradékot ad 19562° 13-mal osztva?

e Mutasd meg, hogy 10|3737-23%3

¢

e Mutasd meg, hogy 6|n3+5n (kongr attd alakitdssal is!)

e Mutasd m —n (kongruenciaval ill. szorzatta alakitassal is!)

hogy
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Mutasd meg, hogy 120| n®+2n°-n2-2n (kongruencidval ill. szorzatta alakitdssal is!)

‘9\\’

A
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Kombinatorika

Alapallas: szamoldgép haszndlhatd. Amennyiben a végeredmény olyan szdm, amely kifér
a szamoldgép kijelz6jére, akkor azt ugy is le kell irni.
|. Gondolkodasi modszerek
1) Bevezetés
a) Lemezbdl kivagott sikidomok vannak el6ttiink. Kozottik akad két kilonb6zd szind
(piros és kék), tovabba van két kiilonboz6 alaku (haromszog, kor). Mutasd meg,
hogy van két olyan sikidom, melyek szinben is és alakban is kiilénbdz6k.

\Q\‘r

be mé‘(, majd 1 egység élhosszu

b) Egy 3 egység élhosszusagu kocka
kockakra flrészelem.

e |Legkevesebb hany
egyszerre csak eg
rakhatok semmi

Hany olya kat kapok, amelynek 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 piros oldala van?
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c) Egy 8x4-es négyzethald bal fels6 sarkabdl elindulva eljuthatunk-e a jobb alsé
sarokba, ha minden egyes |épés olyan, hogy csak ,oldalél-szomszédos” négyzetre
ugorhatunk és minden mezén pontosan egyszer athaladunk? (J6-e ugy, hogy
,legalabb egyszer”?)

k-négyzetét kivagjuk.
nokkal!

d) Egy 8x8-as négyzetracs egymdssal atldsan szemkozti ké
Mutassuk meg, hogy a maradék nem etd le 2x1-es do

e) lgaz-e, hogy egy 10 f6s tarsasagban van két f6, aki ugyanannyi embert ismer?
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2) Skatulya elv
a) Bevezetés
(i) Van egy doboz, benne 4 piros, 7 sarga, 10 kék golyé.:
Hanyat kell kihdzni bel6lik vakon, hogy biztos legyen koztuk:

® sarga

® sargavagy kék

® piros és kék

e kétkiulonboz6 szinl

e két azonos szin(

(ii) Van 4 doboz és 5 targy (pl: 4 csaldd, 5 koncertjegy):
All.: legaldbb egy olyan doboz van, melyben legaldbb 2 targy van.
olyan csalad, aki 2 koncertjegyet kap)
Bizonyitds.: Indirekt. Indirekt feltevés: tegyiik fel, hogy (,tfh

Vagyis:

\ 4

(iii) Mit mondhatok biztonsa
10 doboz 2

elyezem a targyakat:
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(i) All.: Ha n darab dobozba k-n+1 v. k:n+2 .. v. (k+1)n db. targyat akarunk

elhelyezni, akkor legalabb egy dobozba ...... db-nal tobb targyat kell tenniink..

Biz.: Indirekt. Tfh:
di<

d>

IA

dn <

c) Példak:
(i) Egy fidkban harom kilénboz6 szinl zokni van, mindegyi

kell vaktaban kivenni ahhoz, hogy a) legalabb egy par azon
legyen legaldabb négy par azonos szinl zoknim?

(i) Allitas: 37 tanulébdl mindig van nég an, ak!nek a szlletésnapja azonos
hénapban van.

. természetes (lehetne egész is) szdm koziul mindig
a kilonbsége oszthatdé 7-tel.

(iv) * Allitas: a raciondlis szamok felirhatdk véges, v. végtelen szakaszos tizedes tort
alakban.
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(v) * Allitas: a;b;c;d € Z = 12| (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)

(vi) Adott egy 5 cm x 4 cm-es téglalap. Bizonyitsd be, hogy h
lesz legaldbb harom olyan, akiket egyszerre le tudok fedni e
5 Ft-ossal.

vettiink 6 db. pontot. Mutassuk meg, hogy a pontok
6, melyek tavolsaga legfeljebb \/g
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(viii)

* Hany olyan egész koordinataju pontot kell felirni, hogy legyen koztiik

biztosan két olyan, melyek &ltal meghatdrozott szakasz felez6pontjanak

koordinatdja is egész? i

-
7

6 V/

_m'

(ix) *11111...10...00000 és 111...11
Allitas: barmely egész szdmnak létezik: 111...100.<07alakd tobbszérdse:

** Mely szamoknak létezik/111...11 alaku tdébbszorose?

(x) Egyéb gondolkodtaté

(Roka\ 2000...) “1543: Egységsugaru korlapon 7 pontot helyeztiink el.
Igazoljuk, hogy van'kozottik kett6, melyek tdvolsaga nem nagyobb 1-nél!
* (R6ka 2000...) 1544: Egységsugaru korlapon 6 pontot helyeztiink el.
Igazoljuk, hogy van kozottik kettd, melyek tavolsaga nem nagyobb 1-nél!
(Roka 2000...) 1547: Egy 20 x 15-0s téglalapban felvettiink 26 db. pontot.
Mutassuk meg, hogy a pontok kozott van kettd, melyek tavolsaga
legfeljebb 5.

(Roka 2000...) 1549: Egy 8 x 8-as négyzetben felvettiink 260 db. pontot.
Mutassuk meg, hogy a pontok kozott van kettd, melyek tavolsaga kisebb
1-nél.

(Roka 2000...) 1596: Mutassuk meg, hogy hét négyzetszdm kozott mindig
van kett6, melyek kiilonbsége oszthatd 10-zel!

* (Réka 1500...) 1298: Mutassuk meg, hogy hét egész szam kozott mindig
van kett6, melyek 6sszege vagy kilonbsége oszthatd 11-gyel!

* Bizonyitsuk be, hogy 502 természetes szam kozott mindig taldlhatunk
kettSt, amelyek kiilonbsége vagy 0sszege oszthaté ezerrel

Mutasd meg, hogy k db. egész kdz6tt mindig van néhany, melyek 6sszege
oszthato k-val! (Egytagu 6sszeget is 6sszegnek tekintiink)
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3) Az abrazolds sok esetben segit
a) Abrazolva szdmoljuk 6ssze és irjuk le a 2-33-52 osztoit

b) Az A-bdl B-be 5 féle uton lehet menni. B-bél C-be kett6.
A-bdl kozvetlenil C-be kétféle uton. Stb.

Hanyféleképp juthatunk:
C-b6l - D

C—E

A—C

negyjegyl szamot tudunk leirni a 3;5;8 jegyek — akar tébbszéri —
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4) A komplementer esemény — elsé kozelitésben

Ha elolrél nem megy, akkor van hatsé ajté — vagyis ha egy esemény tul sok elemi
eseménybdl all, akkor a komplementer eseményt érdemes nézni ...

e Hany olyan hdromjegyl szam van, melyben nincs, vagy 1 v. 2 db. 9-es van?

e 1-1000-ig hdny olyan szdm van, melyet nem oszt a 22:5%2?

Melyik a tobb lehet&ség: 10 didkbdl 3-at kivalasztani,

II. Néhany alapismeret, gondolat
1) A faktorialis

a) Kétféle definicid és gyakorldasa:
Konstruktiv: nl:=n-(n—1)-(n-2)-
Rekurziv 0!:=1 és n#1=nl:=n-(n

Ez utdbbit értel

alapjan: 0! :=1
szamok faktorat!

b) Egyéb szdmolasok faktorral

nagy, azt faktorral fejezd ki, ami nem nagy, azt szorzattal és konkrét értékkel!

15! '
15-14 n-_
(n—3)!
20!
8 (n—2)!_(n—2)!_
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2)

All: Ha ke N, k > 4 és k| (k=1)! = k Bsszetett szam.

Egy kis valoszinliségszamitas

A klasszikus eseménytér, klasszikus képlet: a Laplace modell

///////

esemény van. Kedvez6ének nevezziik az olyan elemi eseményeket, amelyekia B.esemény
bekovetkezését eredményezik.

Példaul a kockadobas

Az elemi események a 1-es, 2-es, 3-as stb. dobdasa. Ezekre azt tartjukphogy egyenlo
valdszinliséggel kovetkeznek be.

Ha olyan eseményre varok, hogy ,0sszetett szamot” dobok —wnevezzuk ezt ,B
esemény”-nek: ez a B esemény két elemi eseménybél all, a 4 és a6 dobdasabdl.

Vagyis egy ,, Esemény”: az ,,elemi események egy halmaza”!)

Legyen H eseménytér elemi eseményeinékiszama n, és tegylk fel, hogy mindegyik
ugyanakkora valoszinliséggel kovetkezhet be. Ekkor ha egypBcH esemény pontosan k

elemi esemény Osszegére bonthatd, akkor P(B)=£.
n

kedvezd elemi eseményeksszama kedvezdesetek szama

P(B)

= - y > vagy: ; -
lehetséges elemi események szama < lehetségesesetek szama

Vagyis: Jelen kockadobasnal esetben'P(Osszetett szém)=% = % =0.3333=33,3%

Vagy: Magyan kartyabél 1 lapot hdzunk. Mi annak a valdszinlisége, hogy Pirosat huzok?

Az 8sszes elemi esemény: 32 féle. Az ESEMENY: ,Piros”.

A ,Piros” esemény akkor kdvetkezik be, ha PAsz, PKiraly, PFelss, PAlsé PX, PXI, PXIII
v. PVIl-et huzok, vagyis:

8 elemi eseménybdl all a ,,Piros” huzds eseménye.

P(Piros):i =— =0.25 =25%
32

Elgondoélkodtato: Egy kérben véletleniil vdlasztok egy pontot. Lehetetlen-e, hogy a
kézéppontjdt taldlom meg? Es mi annak a valdszintisége, hogy a kézéppontjdt taldlom
meg?
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lll. Permutacidk - a sorrendek 6sszeszamldlasa: szamit a sorrend — minden elem szerepel
1) Ismétlés nélkili Permutdcid — kilonb6z6 elemek maradéktalan sorba allitdsa

a) Alappélda: ,Sorba allitds” — hanyféleképp tudok sorba allitani egy osztalynyi
gyereket?

Jelen esetben kevesebbet érdemes nézni — elég csak négy didkot sorba allitani.
Aliz, Balint, Cecil, Dezs6

Az els6 helyre 4-féleképpen lehet valasztani.

Utana mar csak 3 ember marad, tehat mdasodiknak a maradék 3-bol, 3-féleképp
valaszthatok, tehat az elsé kett6t 4-3 féleképp lehet kivalasztani.

Harmadiknak mar csak 2-bél valaszthatok: kétféleképp, vagyis az elsé harom
sorrendje 4-3-2 lehet.

Az utolsdnak mdr csak az addig nem valasztott lehet, tehat 4:3:2-1 az ©sszes
lehetséges sorba allitas.

Fa strukturan nézve: el6szor 4 felé dgazik a fa'A Bi.C D, majd alattuk mar csak 3 felé,
mivel egyet mar elhelyeztem. Es igy tovabb...

Vagyis 4! =24
Toltstk ki az dbrat, az agak végén a kimenetekkel!

Havéletlenul dlinak'sorba, akkor mi a valdszinlsége annak, nem pont névsor szerint
csokkend v. ndvekvs sorban allnak?
Mo.:

kedvezé esetek szama

P(nem novekvd v. csokkend)= - - - -
lehetséges elemi események szama

A'lehetséges elemi események szama: 4!=24
Kedvezl esetek szama?
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b) Definicio és tétel:

86

Def.: n kiilonb6z6 elem egy lehetséges sorrendjét az elemek egy permutacidjanak
nevezzik.

Tétel: n kilonboz6 elem Osszes lehetséges sorrendjeinek, vagyis permutacidinak a
szama: n!l. Jele: P,. Tehat: Py=n!

Biz.: nem hivatalos: Fa struktura:

AAD (YO

Minden lehetséges sorrend ,kipottyan”, és egy sinc
A kimenetek szdma: P, = n:(n-1):(n-2)-...-2:1=n!

Gyakorlas - https://www.dcode.fr/pern

(i) Irdfolaz1,2,3 jegyek dsszes p
Ha véletlenil kivalasztok eg
novekvé v. csokkend sorren

en lesznek?




(iii) Hany 4 jegyl szamot irhatok le az 0,1,2,4 szamjegyek maradéktalan

(v)

felhasznaldsaval? Vigydazat, 0-val nem kezd6dhet szdm!
1. Mo.:

Osszes esemény

2. Mo.: Komplementer eseménnyel!

Mit jelent, hogy komplementer esemény?

Ha a kedvezé események és a kedvezdtlen események
metszete Ures halmaz, és az unidjuk az 6sszes esemény,
akkor egymads komplementerei. Ekkor a

| kedvezé események| = | Osszes esemény|=| KedvezStien esemény]
Néha a nem kedvez6 események szamossaga egyszer(ibb!

Hany 5-tel oszthaté 6 jegyd szam allithato elé a 0,1,2,3,4,5 szamjegyekbdl, ha
mindegyik csak egyszer.szerepelhet?

llletve mi a valdszintGségerannak, hogy 5-tel oszthatd 6 jegyl szamot valasztok
ki, ha véletlenszerU sorrendbe teszem a 0,1,2,3,4,5 szamokat?

Hanyféleképpen lehet a moziba leliltetni 7 f6t, Andrast, Bélat, Csongort, Dezsét,
Elemért, Ferencet és Gézat, ha Béla semmiképp sem Ul Géza mellé?

Illtetve mi a valdszinlisége annak, hogyha véletlendil letilnek, akkor Béla nem il
Géza mellé?
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2) Azismétléses permutacido — minden elemet sorba allitok — lehetnek azonos elemek is
a) Alappélda: Anagrammak

88

Huygens felfedezte a Szaturnusz gy(ir(ijét <> Wallis. Huygens rajott:
»Annulo cingitur tenui, plano, nusquam cohaerente, ad eclipticam inclinato”
»Vékony, sik, sehol sem régzitett, az ekliptikaval ferde széget bezdro gydirt éleli kértiil.

De igy tette k6zzé, de csak hdrom év utdn akarta ,felfedni”, hogy senki se mondhassa, hogy 6 is
megtaldlta:

Huygens szerencsétlenségére Wallis rdjétt — nem a csillagdszati tényre, hanem az anagramma
megfejtésére — tudhniillik azért azt tudta, hogy nagyjdbdl miben mesterkedik Huygens ©.

»,komor — korom — romok — ormok — orkom” , Kedves Orkom! Korom sététben az ormak valdjaban
komor romok.”

Pdlinkds Pista, a pdsztor sokféle dllatra vigydz. De mivel nevére mélto, igy amikor megszamolja
Oket, mindbdl az 6tszérését szamolja: 10 marhadt, 25 birkat, 5 pulit, 45 lovat és75 libat. Hany/allata
van dsszesen?

Hanyféleképp lehet sorbatenni a ,matematika®szé betlit — hanyféle anagrammaja
létezik?

matematika: aaaeikmmtt.

Adott egy 10 bet(bdl all6 jelsorozat, csakhogy most vannak kéztiik azonosak is: aaa,
mm, és tt.
Hanyféleképpen rakhatom &ket Sorrendbej ha az @zonos betlket nem tudom
megkulonboztetni?
Ha az azonos bet(i mas szinnel lennének irva, akkor alapvetéen: P10 = 10!

Ha az a bet(k 3 szinliek— piros, kék, zold

az m bet(k kétszinlek —pires, kék

a t betlk kétszinldek — piros, kék

De ha megnézem: mtediamktd sorozatot: ezt a kimenetet valéjdban Ps-szor
szamoltam meg:

mtedid mktel mtedid mktd
mtedid mktd mtedid mktd
mtedid mkta mtedidmktd

A harom ,,a”bet( miatt minden lehetséges kimenetet P3=3!=6-szor szamoltam meg

. P, 10! ... .. . .
feleslegesen —tehat csak -2 = Y a kilonb6z6 esemény.
3

De‘az m betlik miatt még ezeket a helyzeteket is P2-sz6r szamoltam:

L Py 0 L, .
mxxaxamxxa -t: egy vagyis mar csak —— =|—2| kilonb6z6 esemény van

P
3 72
Végil pedig a t betlk miatt mindent szintén P»-sz0r szamoltam

Mivel minden kimenetet tehat P3-P,-P2-sz6r (=24) szamoltam meg, ezért a valdban
P, 10!

= =151200
P,-P,-P, 31212

kilonbo6z6 kimenetek szama:




Valdszinliség:
Mi a valdszinlisége annak, hogyha a matematika betdit véletlen szer(in hizom
ki egymas utan a egy dobozbdl, akkor a ,,matematika” sz6 jon ki?
Egy j6 megoldds van: ,,matematika”, de tobbféleképp kijohet... Egyszeribb, ha
minden bet(it mas szinlnek is gondolunk:

Hanyféleképp allhat sorba 3 fid és 2 lany, h
illet8? irjuk is fol az eseteket!

.. n!
b) All.: PAierta
) n ke Vi, kb k)

Ennyi n elem ky;kz...km-ed oszta

c) Egyéb példak
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(iii) Hanyféleképpen mehetilink a szamegyenesen: 0-rél a +4-re, ha dsszesen 12-6t
Iéphetlink jobbra vagy balra.

(iv) Hanyféle (vagyis hany kiilonb6z8) 23-mal kezd6dds, 8 jegyl szam all el6:
1,1,2,2,3,3,3,3 szamjegyek maradéktalan felhasznalasaval?:

https://www.dcode.fr/permutations-generator
https://planetcalc.com/4242/

3) Ciklikus permutdaciok — Arthur kiraly kerekasztala
a) Pn;cz(n_l)!

n db. kilénboz6 elem egy lehetséges sorrendjét, ahol az elrendezés kor alakban
torténik, és csak a ,,szomszédsdg” szamit (vagyis az abszolut hely nem), n elem
ciklikus permutacidjanak nevezzuk.

6% ,“,‘.’L}}“

o /.
o ey W
. f l
2 \T\‘\‘Q A13 Sde 4 Iv\ﬁq
Fow 9 fow
N +/-//9\ i v \‘. i
e B
W W W ow W

Nézziik meg afenti elhelyezéseket. Ha mindegyik dbran az Ai-b8l nézziik a tobbi
elemet, akkar az olyan, mintha mindegyiket ugy forditanank, hogy az A1 legyen felil.
Ekkor, jol'latszik, hogy az 1-es és a 2-es elrendezés ugyanaz, illetve a 3-as és a 4-es
Is.

Ugyanakkor az 1-es és a 3-as kiilénbozik: éppen a maradék 15 elem permutalasa
miatt.

Vagyis: Pn,c=(n-1)!

Masféleképp: 1 elemet lelltetek (lefixalok), és a tobbi helyen permutdlom az
embereket: (n—1)!

90



b) Adott kor alaku asztalhoz 12 ember lell. Hanyféleképp lehet ez, ha az egymasba-
forgatdsok nem szamitanak (vagyis csak a szomszédsagok), de Lancelot, Camelot és
Galahad egymads mellé kerl valahogy.

c) 5 hazaspar hanyféleképpen ilhet le egy kor alaku asztalhoz vacsora ha a parok
egymas mellett szeretnének (lni, de ugy, hogy egynem(iek ne keriilj
mellé?

”

d) Kilonbozé gyongyokbdl lanc: a ,tiko
Hanyféleképp tudok gémb alaku
3 fekete és 2 piros gyongyom?

-ség sem kulonbozik!
6l nyak t késziteni, ha van 4 fehér

elem csak egyszer szerepelhet
any, ismétlédés nélkil, sorrend szamit”
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b) Definicio + Tétel
Ha n kilonb6z6 elembdl kivalasztunk k-t, és vessziik ezek egy sorrendjét, akkor ezt

Al Vnk:n—!k)!:n-(n—l)(n—2)~...-(n—k+1)

(n-

Tehat 32 versenyzdénél az elsé 3 hely hanyféleképp johet ki?
»32 elem 3-ad osztalyu ismétlé
; 321 32!

V), =———=""=32-31-30=29 760
(32-3)1 29!

c) Gyakorlas

(i) Hany 3 jegyl szamot
felhasznaldsaval, és ezeknek

zamjegyek egyszeri

(sége annak, hogyha 3 jegyet leirok, ott van koztiik a 4-es?

i) Hdny 4 jegy( szamot irhatok le a 0,4,5,6,7,8,9 szamjegyek egyszeri
felhasznaldsaval?
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(iii) A 1,2,3,4,5 szamjegyekbll hany darab olyan haromjegyl pdaros szamot
képezhetiink, amelyben minden szamjegy csak egyszer hasznalhato fel?

Mi a valdszinlisége annak az események, véletlenszer(in huzv 5 jegybdl
harmat (a sorrend szamit), paros szadmot kapok?

2) Azismétléses variacié — szamit a sorrend — egy ele hanyszor asznalhato
a) Alappélda: Totd: 3 elem 13 osztaly

N

0

My

Kiértékelt régi totd szelvény

3. jatékhét Ingyenes Totodbajnoksag

Bayer Leverkusen Bayern Minchen
Fortuna Disseldorf Hoffenheim

Mezdkdvesd Zsdry Paksi SE
MOL Vidi FC Varda SE

=15
Ii_-'ﬂ [

D

Ojpest Honwéd
Werder Bremen Wolfsburg
Hannover 96 FC Heidenheim

e
|

Union Berlin Schalke 04

|»_.‘

w om - o e W R

Aungsburg 1. FC Edln

JEE

i
1=}

PADK Thessaloniki FC Olympiacos

-

-
=

Zalaegerszeg Puskas Akadémia

BN
(=4

-
k2

Slavia Pragus Viktoria Plzen

[z]
D

-
La

Rapid Wien Sturm Graz

-
-

Ferencvaros Didsgydr

Definicid + Tétel:

Definicié: Ha n kilonb6z6 elembdl kivalasztunk k-t Ugy, hogy egy elem tobbszor is
szerepelhet, és a sorrend is szamit, akkor ezt az n elem egy k-ad osztalyu ismétléses
variacidjanak hivjuk.

Fontos észrevenni, hogy k lehet nagyobb is, mint az n.

Tétel: n killdnboz6 elem k-ad-osztalyu varidcidinak a szama: V* (ism)=n*.
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c) Gyakorlas

(i) 6 savu lobogodt készitiink, a sdvok fekete csikkal vannak elvdlasztva, és 4 szint
hasznalhatunk: Piros, Fehér, Zold, Kék, Rézsaszin. Hanyféle lobogot
készithetlink?

(ii) Egy kockaval 5-sz6r dobok. Hany kiilonb6z6 dobdssorozatot kap
szamit a sorrend is.

(iii) Tizenot tanuld kdzott hanyféleképpen lehet kioszta
hogy egy tanuld tobb targyat is kaphat?
Figyelem - ravaszsag!

0lonbo6z6 targyat dgy,

C (0] \ I D
(0] \ I D

\ I D

I D

D

Vegyuk észre: barmelyik D bet(ig annyiféleképpen jutok el, amilyen szam all ott
D e e e e VAgYIS @ e e e e
megfelel6 sorainak 6sszege:

20,21, 22, 23... Vagyis: P/°+P,' +P;* +P,  +P,* =24,

Kés6bb még erre visszatérunk.



(v) Hany olyan hatjegyl szam van, amely csupa paros szamjegyekbdl all?

Mi a valdszinlisége annak, hogyha egy hatjegyl szamot generalok
véletlenszer(in, akkor annak a jegyei parosak lesznek?

(vi) A ,van legalabb” el6szor
Hany olyan toté eredmény lehet, ahol van legaldbb egy x?

Mi a valdszinlisége annak, hogy a totéban van legalabb egy x?

V. Kombindacié — nem minden elem szerepel — nem szamit a sorrend

Ismétlés nélkili kombinacid

Minden elem kiilonb6zd = nemyminden €lem szerepel, nem szamit a sorrend —
valéjaban halmazbdl részhalmaz kivalasztasi lehetdségek.

1)

a)

b)

Lotté — hanyféleképpen lehet kitolteni a |16ttot?

Azilyen tipusu kivalasztast (tehdt nem minden elemet hasznalok fel), ahol nem
szamit a sorrend, kombinacidonak nevezziik:

Definicio + Tétel

Ha n kiilbnbézé elembdl kivdlasztunk k-t, és a kivdlasztott elemek sorrendje nem

ey

nevezzuk.

Vagyis: egy n elemi halmaz k-eleml részhalmazdt az n elem k-ad osztdlyu
kombindcidjanak nevezziik.

(Nyilvan: halmaz = az elemek kiilénbozd6k!)
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Két kombinaciét akkor neveziink azonosnak, ha ugyanazokbdl az elemekbdl alinak.

n
Jelélés: n kiilonbdz8 elem k-ad osztalyd kombindacidinak a szama: C* = [k]

n 90
Az [k] jelolést binomialis egyltthaténak is nevezzik. Pl. a lottonal: C950=[ . ]

Tétel: ¢ =—
" k!(n—k)!

Bizonyitas

Visszavezetjik a Vn"-ra: Valasszunk ki n elembdl k-t, ugy hogy ne‘szdmitson a
sorrend: ezt C,’j-szor tehetjik meg (még csak igy jeldljik, de még nem tudjuk
mennyi).

Minden egyes kivalasztott k elem( részhalmazt Py féleképpen tehetjiik sorba,'s igy

......

, A
lgy: C\=-2=
By: €, =

k

k!(nn;k)!

Alappéldai: Lottd, Kuldottség (ahol nem szamit a sorrend a tagok kozott),
Kartyaosztas (ahol nem szamit, milyengoerrendben kaptam meg a lapjaim) stb.

PI: Egy 25 tagu  bizottsag 3" tagu kuldottséget  allit  fel:

25 I | .24. 024
; _[ ] 25! 25! |_2524-23 125243 .

?7(3) 31(25-3)L48k22! A3 324

Fievelem: 3 | C J&ilés g [ " =1
| elem: = es =
gy ) .

Oka: egy n_elemd halmazbol UGres halmazt egyféleképpen tudok kivalasztani.
Ugyanigyegy Ures.halmazbolis.
De mivel tudjuk, hogy 0!=1, ezért ki is szamolhatjuk 6ket:

Példak
(i)mA H={1;2;3;4;5} halmaznak hany 3 elem(it részhalmaza van? irjuk is fel Sket!

Mindegyik részhalmazbdl egy db. reprezentans szamharmast valasztok ki. A
modszere: mindig ndvekvé sorrendbe rendezem!



(ii) 10 pont maximum hany egyenest definial? (Vagyis egyik hdrom sem kollinedris.)

(iii) Mi a valdszin(isége annak, hogy legfeljebb 4-esem lesz a 6-0s lotton? (45 / 6)

Figyelem: a legfeljebb/legaldbb sz6 sok esetben...

(iv) Hanyféleképpen lehet 6 didkbdl 5-6t kivalasztani, m szamit a sorrendjik?

Irjuk is fel 8ket.

soki-, eper-, feketeribizli-, malna-, erdei-gylimolcs-,
van mindennap. Hanyszor vagyunk kénytelenek
robalni minden kilénb6z6 gombdcokbdl allé  két-,
ygombdcos Osszedllitast (ha a sorrend nem szamit)?
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(vi) Mi a valdszinlisége annak, hogyha véletlenszer( lépek jobbra-le vagy balra-le,
akkor ugy olvasom ki a VAKCINA szét, hogy épp a megjeldlt A betlin Fejezem
be?

0o = r» <
0o =X »
- 0
> =2

> =2

> =2

(vii)Hany olyan toté eredmény lehet, amelyb

(viii) 10 sik han
3 falanak ka

g? ,Sarokpont” — mint a szoba

6 magassdagu gyerek van. Egymads utdn kiszélitok 4-et.
Oszinlisége annak, hogy pontosan csokkené magassag-sorrendben
litom ki 6ket?
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2) Az ismétléses kombinacié — a sorrend nem szamit - nem minden elem szerepel — egy
elem akar tobbszor is

a)

b)

Alappéldai
Kockapodker: egyszerre 5 kockdval dobunk - lehet az eredmény: 1,1,1,2,6 stb. (Vagy
Otszor dobunk egymas utan, de nem szamit a sorrend)

Cukraszda: 4 tipusu stitemény, 7 db. Hanyféle dsszeallitast vehetek? (A,B,C,D)
Pl.: AABBBCD, v. AAAAAAD.

Mihez van ez kdzel? Nyilvan kevés kéze van a permutdcidhoz, illetve a variaciéhoz
is: hiszen az els6nél 1-1 et szamolok, a masodiknal szamit a sorrend.

Nyilvan: AABBBCD = BBBAADC
Vagyis érdemes ,,ABC” sorrendbe tenni, hogy ne vélasszuk kétszer ugyanazt.

Hogyan lehetne valamely mddszert kitalalni, amely megszamlalhatd, és minden
lehet6séget megad, és mindegyiket egyszers

AABBBCD=__O_.. . 0O_O._
AAAAAAD = 000

e (]

BBBBDDD =O Q0. ..

—

Az elsé karika el6tt lesznek az A jelek,.@a masodik el6tt a B-k, @a harmadik el6tt a C-k
és végiil a D-k.

Vagyis lathaté, hogy 1-1-ilyen jelsorozatbél egyértelmdien visszafejthet6 egy-egy
Osszeallitas. S6t: minden jelsorozatnak egyértelmiien megfelel egy O0sszeallitas, és
minden Osszeallitdshoz egyértelmtien tartozik egy jelsorozat.

Vagyis most mar csak azt kelllmegszamolni, hanydlyen jelsorozatom lehet:

Nyilvan: A tipusszdm: 4, ehhez 4~1=3 elvdlaszto karika kell, és 7 elemet kell
szétvalasztani: vagyis 0sszesen 7+4=1 db. helyen kell elhelyezni vagy a 7 elemet,
vagy a 3 elvélasztot (mindegy...)

2l [A+T-1) 5 , , ., [4+7-1
Ci= . Ugy.is lehet, hogy az ,elvalasztokat kell elhelyezni”:

Definicio + Téteél

Definicio: #Ha n kilonb6z6 tipusu elembdl ugy allitunk Ossze egy k elemd
elemcsoportot, hogy abban az egyes tipusok tobbszor is szerepelhetnek, akkor az n
elem egy k-ad osztalyd ismétléses kombinacidjat kapjuk.

Vegyuk észre, hogy a tipusszam (n) lehet akar kevesebb is, mint k (az elemcsoport
szama), hiszen egy tipusbodl barhany elemem lehet.

All: n elem k-adosztalyd ismétléses kombindacidinak szama:

Gk ) n+k—1) (k+n-1
C ’I:C :Cn = =
n n+k-1 n+k-1 k n—l
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c) Példak

(i) Trjuk fel az A,B,C elemekbél all6, 2 osztalyu sszes ismétléses kombinaciojat!

(ii) Egy négytagu csalad telefonja kétszer szolalt meg egy estén. Szamitsuk ki,
hanyféle vdltozatban vehették fel a kagylét, ha ugyanaz a személynkétszer is
felvehette, és a sorrendet nem vessziik figyelembe?

irjuk is fol a lehetséges megoldasokat:

(iii) Ha a lottohuzéaskor vissza lehetne tenni aykihtzott szamokat, akkor hanyféle
kimenet lenne lehetséges?

VI. Egy kis 6sszefoglald
1) Osszefoglaléitablazat'= elemi kombinatorika
SZAMIT A SORORREND?

igen nem
MINDET SORBATESZZUK?
igen nem Egy elem csak egyszer
A MINDEN ELEM valaszthatd?
MINDEN ELEM KULONBOZO* KULONBOZG?
igen nem igen nem igen nem
"y e "y Ismétlé "y
Ismétlés nélkiili Ismétléses sr’rlme ”e.s Ismétléses .
. (. nélkali e igen nem
permutacio permutacio y g variacio
variacio
Az els6
Az NBl sorrendje | Anagrammak harom TOTO LOTTO | CUKRASZDA
helyezett
n! n! n n+k-1
n! nk
nltnl..-n! (n—k)! k k
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2) Vegyes példak
a) 12 ember hanyféleképp allhat sorba?
Hanyféleképp oszthatok ki kozottiik 4 tollat, ha:
(i) Atollak kiilonb6z6k, és mindenki csak egyet kaphat.
(ii) Atollak kiilonb6z6k, de egy ember tobbet is kaphat.
(iii) A tollak azonosak, de egy ember csak egyet kaphat.
(iv) A tollak azonosak, és egy ember tobbet is kaphat.

b) Hany olyan négyjegyl szdm van, melyben

(i) kalonbozdk a jegyek? (ii) Lehet azono is?

artyabdl hanyféleképpen lehet kivdlasztani 5 lapot ugy, hogy asz
yen a kivdlasztott lapok kozott?
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VII. A binomialis egyltthatdk, a binomialis tétel, a Pascal-haromszog
1) A szimmetria tulajdonsag és két 6sszegtulajdonsag

o
(342

1. Biz. — Szdmolassal

2. Biz. - Kombinatorikusan

0w (170,

1. Biz. — Szdmolassal

(a+b)(a+b)-...-(a+b)(a+b), ahol n db tényezd van.
et ha egyesével bontom fel, akkor Iathatd, hogy minden zardjelfelbontas 1-
eli a tagok fokszamat (a-val vagy b-vel szorozva). igy minden tag n-ed fokd lesz.
Az altalanos tag: a"*-b*. gy 6sszesen egy n+1 tagl dsszeget kapunk.

n
Hany db. a"*-b* tag lesz? (kj Ugyanis az 6sszesen n db. tényez8bdl k db-bdl vesziink ki

b-t, a fennmaradd (n-k) db-bdl pedig a-t. Tehat annyi ilyen tagunk lesz,
ahanyféleképpen n tényez6bdl kivalaszthato k.
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Gyakorlasa: (a+b)>; (a+3)%; (2a+5)7; (3a—4b)’ ird 6| mindegyikbdl a 2. és 4. tagot!

3) A binomidlis egyutthatok 6sszege

I

utthatok és a primek

Vagyis gy a Pascal haromszdgnél a prim ,sorszamud” sor minden tagja

(kivéve az els6 és utolsd) oszthaté a primsorszammal...
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VIIl.Osszetettebb feladatok, gyakorlas
e 6 kartydra a 0,1,2,3,4,5 jegyek vannak foélirva. Ha visszatevés nélkil kihizok egymas
utan harmat, és ezeket a huzds sorrendjében leirom, akkor mi a valdszinlsége annak,
hogy egy haromjegy, paros szamot kapok? (Ne feledd, a 032 az nem hdromjegyd...)

1. MO.:3.: 0:Vs%. 3.:2v.4, ekkor az 1. helyre 4-bél 1-et, majd a 2. helyre is 4-bdl egyet:
.. 52 13
Ossz: V2 +2-4-4=52 P(3.jegy 0)=— ="
5 jegy V: 30
2. Mo.: El6sz0r a harmadikat huzom, utdna az elsé6t.

P(3-adik 0)=—
6

4 14
E P(3-adik 4 els6 nem 0)=—-—

P(3-adik 2 els6 nem 0)= 6 5

1
6
13

4B
5

3

e Hany lakosu az az orszag, ahol biztos van harom azono zatu ember? (32 fogbdl

van - nincs fog)

\ 4

e Az 1,2,3,4,5,6 szamjegy ol

amelyben az 5-6s el6for

négyjegyld szam készithetd,

e Hanyolyan haromjegy(i szam van, amelyben pontosan 2 kiilénb6z8 szamjegy szerepel.
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e Egy csomag magyar kartydbdl kihuzunk 10 lapot. Hany esetben lesz a kihuzott lapok
kozott a) legalabb 7 zold b) legfeljebb 7 z6ld

\ 4

e 9 gyerek 3 csénakba il (3 személyesek a csén Hanyféleképpen lehet, ha nem

szamit 1-1 csénakban a s
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e Van 7 piros és 3 fehér, egyébként egyforma golyd. Hanyféleképpen lehet 6ket sorba
tenni, hogy ne legyen két fehér egymas mellett?

e (L2

\ 4

e Hanyféleképpen lehet 1 omszemélyes kenuba belltetni, ha

egy csOnakon belil nem

ast kovet6 pozitiv egész szam faktorialisainak 6sszegét ugy
is kiszamit legkisebb szam faktoridlisat megszorozzuk a legnagyobb szam

gyzetév
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e Hany ember indult azon a sportversenyen, ahol az arany-, ezilist-, bronzérmek
kiosztasa 504-féleképpen torténhetne?

egy masik versenyen pedig 4 kiulo
Maximum hany kérdéses lehet
lehet6ségek szama kevesebb legy
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IX. Invarians feladatok

Tekintslik az els6 30 pozitiv egész szdm Osszegét, majd tetszbleges szamu tag elbjelét
valtoztassuk meg. Megtehetjik-e ezt Ugy, hogy a kapott 6sszeg 300 legyen?

10 részre vagunk (lehet mar vagottat is tovabb vagni). Kapha
végén?

Egy tablara felirtuk az 1,2,3,4,5,6,
szdmot, majd felirjuk a kilonbségé
fennmaradé szdm a 0 legy

at. Egy-egy alkalommal letorliink 2
egtesszik. Lehetséges-e, hogy a

108



Szamelmélet — Primek — Diofantikus egyenletek — Polinomok

A primek
1) Definicio

Igazi definicié: Azt mondjuk, hogy egy pe N szam prim, ha 1<p és Va;beZ_p|ab =p|a
v p|b. Ennek kévetkezménye, hogy p-nek 6nmagan és az egységen kivil nem létezik

osztdja!

Iskolai definicié: ... pe N*\{1} prim, ha az egységen és 6Snmagan kiviil 7 osztéja.

2) Az Eratoszthenész féle szita

Primszam vadaszat
Valéjaban csak befogas, mertfiém IGhetdk &
. 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11| 12| 130 14| 15 | 16 |17 | 18| 19 |20
21| 22| 231 24| 25| 26 | 27 |h28 | 29| 30
31| 32| 33|34 35|36)|37|38)}39]| 40
41 | 42 | 43| 44| 45| 46| 47 | 48| 49| 50
51 |52 | 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60
61| 62| 63| 64| 65| 66| 67 | 68 | 69| 70
71| 72 | 73 |\74 | 75| 76 | 77 | 78 | 79| 80
81| 82| 83|84 | 8|8 | 8| 8| 8| 9
91 | 92,0793 | 94/| 95| 96| 97 | 98 | 99 | 100

3) A primek szama, tipusa
a) Allitas: végtelen sok primszam létezik.

Biz.: Indirekt: tfh. n db. van: ps...pn. Nézzlik.: P:=

Ekkor Zk.p«|P. gy vagy P egy Uj prim, vagy van az eddigieken kiviil primosztdja...

b) Allitas: végteleh sok 4k—1 alaku prim létezik.

Biz.: Ind.: tfh. n db. van. P:=4-Hpi -1 —et
i=l

Ekkor Zk_,p«|P.

Ugyanakkor van 4k—1 alaku primosztdja,
hiszen ha csak 4k+1 alaku lenne, akkor azok szorzata is 4k+ 1 alaku lenne.

c) Tétel (erds): végtelen sok 4k+1 alaku prim van.

d) Tétel (erds): barmely 1-nél nagyobb természetes szam és kétszerese kozt 3 prim.
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4) Primek slrdsége

a)

b)

All.: Barmely nagy hézag lehet két szomszédos prim kdzott.

Tétel (erds): Primek reciprokdnak 6sszege barmilyen szdmnal nagyobb lehet, ha
elegendd primet (kiilonb6z6) adunk ssze.

Pedig:

Allitas:neN=S.=1+ L+ L 1 o
2 2 2"

1. All.: neN = S.<2. SEEEEE
Bizonyitasa: lIasd abra

2.All.: keN=3neN > Sn>2—]1—

et

Vagyis a primek a 2 hatvanyainalslriiben vannak

5) Neéhany kérdés és érdekesség a primekkel kapcsolatban
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Ikerprimek:
Def.: a; a+2, ha mindketts prim, akkor ikerprimeknek hivjuk 6ket.
Sejtés: o« sok ikefprim-par van.

Mersenne-primnek nevezziik a kett6-hatvanynal eggyel kisebb, azaz a 2" — 1
alakban felirhato,primszamokat, ahol n szintén primszam.

Kérdéses a végtelen szamuk. Minddssze 38 db. Mersenne prim volt ismert 2000-ig.
2008-ban: 2431126091 eredménye. Ez a szam 12 millié 978 ezer 189 db. szdmjegybdl
all, és Mersenne prim.

2016: 2782972811 Qzaz 2 a 74 millié 207 ezer 281-ik hatvanyon minusz 1.

2019-ig pedig 51 db. Altaldban ilyen alaktak a legnagyobb, megtalalt primek.

Fermat-primek: Nem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok 2* +1 (Fermat szam)
alakd primszam, s6t azt sem, hogy létezik-e végtelen sok ilyen alaku Osszetett
szam.

Az elsé néhany Fermat szam: Fo= 3;F1=5; F,= 17; F3= 257; F4= 65 537,

De sajnos: F5=641-6 700 417

Nem bizonyitott az sem, hogy két négyzetszam kozo6tt mindig van primszam
A szamelméletben L. Dirichlet nevezetes tétele azt allitja, hogy minden a, a+q, a+2q,
a+3q,... szdmtani sorozatban végtelen sok prim van, feltéve, hogy a és g>0 relativ
primek

Figyelem: még nem létezik primképlet!!!



Az egyértelm( primfelbontas és kovetkezményei
1) A szdmelmélet alaptétele (Ujra)

2)

Barmely egynél nagyobb természetes szam egyértelm(in bonthato fel primek szorzatara
a tényezdk sorrendjétél eltekintve — bdrmilyen mddon végzem is el a félbontdst.

Minden 1-nél nagyobb természetes szam egyértelm(in felirhaté:

n=p-p3-pi-pi..pr =Hp,-r" alakban, ahol: az alapok (pi;...on) szigorin monoton

i=1

novekvd (tehat kiilonb6z8) sorozatban allé primek, és rie N*.

Ezt az elG4llitas az n szam , kanonikus alakjanak” nevezziik.

Egy szam osztdi

d)

Hogyan lehet megallapitani a primtényez8s felbontasbodl, hogy egy szam paros-e
vagy paratlan; hogy osztja-e a 45.

LNKO, LKKT: az egyértelm( kanonikus alakkal

Osztok szdma, a d(n) fv.:
All.: k= pf“ -pgz -...'pﬁ“ egész szam osztdinak a szama: (ot1+1)(02+1)-...-(0n+1)
Osszeszamlaldsuk fa struktira nélkil€parba-allitassal, a gyokig.

Szamoljuk 6ssze a 60 osztdit parba allitassall

Meddig kell szamolnj altalaban? [\/ﬂ -ig.

A szultan és a rabok

A bortonben 100 cella van egymas mellett. A zar olyan, hogyha forditanak egyet
rajta, akkor ha zarvawolt kinyilik, ha nyitva volt, bezarul. A szultdn a kovetkez6
utasitast adja az 6rnek: az els6 nap menjen végig, és minden zdron forditson egyet.
A masadik napdminden masodikon. A harmadik nap minden harmadikon. Es igy
tovabb. A szdzadik nap utdn az szabadulhat, akinek nyitva a celldja. Kik szabadulnak
ki2
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d(n)
2

f) Az osztok szorzata: All: ne N*= az osztéinak szorzata: n

g) Gondold at: (

(k;m)=1

3) Racionalis-irracionalis szdmok

(i) Mutassuk meg, hogy /2 irraci

két racionalis 6sszege, szorzata racionalis

(iii) Milyen szamok lehetnek a kovetkezdSk: rac+irrac, rac-irrac, irrac+irrac, irrac-irrac
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4) Az egyértelmi primfelbontdsra, kanonikus alakra épiil6 feladatok

a) Melyik az a legkisebb n természetes szam, amire n/2 teljes négyzet, n/3 teljes koéb,
n/5 teljes 6todik hatvany?

b) [a;b]=540. Mi lehet a két szam?

egyéb szamelméleti feladatok

1 1 1
olyan x, y pozitiv természetes, hogy: —+—=
X y X4y
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b) *2%+1=3Y

¢) *5-2%=1

d) Melyn-

e) xyeZ. 0ldd meg: xy+2x-y=10
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f)

g)

h)

x,ye Z. 2xy—3x—3y=12

Egy szigeten sarkdnyok élnek: 7 és 11 fejlek. 118 fejik van. H3 élnek a

szigeten?

* Adotta,b,ce N a+b+c=abc. Mennyiaza,b,c?
Alapgondolat: x;y természetesek esetén x+y< xy (a legtobb esetben).

Lassuk be elGszor ezt: x+y < Xy 4 (y-1)-1 & 1<(x-1)(y-1)
Vagyis lathato, hogyha x és y k alabb egy, a mésik legaldbb 2, akkor
mar igaz az allitas..
Innen mar lgyesebbe
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b) KellaeN - a; a+7; a+17 prim.

c) Lehet-e négyzetszam a kdvetkez8: p prim. k=7p%+1

d) Lehet-e négyzetszdm: x>+2x+18

e) Lehet-e négyzetszdm: 16x*+105x>

IV. Polinomok

esitési érték: A polinom helyettesitési értéke az a szam, melyet ugy kapunk, hogy
a valtozok helyére konkrét értékeket helyettesitiink be és kiszamoljuk a polinom
értékét.

A polinom gyoke a benne szerepl§ valtozdk olyan értéke, amelynél a polinom
helyettesitési értéke 0. A polinom gydkeinek szama megegyezik a fokszamaval, de nem
minden esetben lesz az 6sszes gyok valds szam és el6fordulhat, hogy két v. tobb gyok
megegyezik. (kétszeres-tobbszoros gyok)
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2)

3)

Egészegylitthatds polinomok gydkei

0
Racionalis egyutthatds polinom: P(x)=zrix1 , ahol re Q. Ez — gyokok vesztése nélkil —

i=n

atalakithatd egész egyitthatdssa: ri=& esetén: P’(x)=[q1;q2;...;qn]-P(x)

1

Primitiv egészegyutthatds polinom: Olyan polinom, ahol: [a1;az;...;an]=1
Tétel: ha egy egészegyltthatds primitiv polinomnak 3 racionalis gyoke: %, ahol (p;q)=1,

akkor annak szdmlaldja osztja a konstans tagot, nevezéje pedig a f6egyutthatot.

Bizonyitas:

Ha P gyok (nyilvan relativ primek), akkor:
q

n n-1 n-2 2 1
a, (Bj +a,_, [Bj +a,_, (Bj +...+a, (Bj +a, (Bj +a,=0
q q q q q

Szorozzuk meg mindkét oldalt g"-nel

anp™an-1p"qM+ an2p"20%+...+ a2p?q">+adpg" ' +aoq"=0

Mivel az els6 n tagot osztja p = p| @oq" =p|ao, mert (p;q)=1
Mivel az utolsd n tagot osztja g = g anp” =q|an, Mmert (p;q)=1

igy példaul az x>-6x*—x+30=0 polinomegyenilethek ha van racionélis megolddsa, az csak
egész lehet... Annak pedig akkor osztania kell a 30-at4.

Polinomok osztdsa
Polinomok (maradékos) osztasa:
253 + 253+ 3x +2 2x(x2 +1)+2x2 +Xx+2 2)((x2 +1)+2(x2 +1)+x

=2x+2+
X +1 X +1 X +1 X +1

2C+2x2+3x+2 : (x*+1)= 2x+2
— (3x°+2%)
2x%4x+2
- (2x%+2)
X
Vagyis: 2x3+2x%+3x+2 =(x?+1)(2x+2)+x

6x°+13x° —4 _3x*(2x—1)+16x* -4 3x*(2x—1)+8x(2x—1)+8x—4 _
2x—1 - 2x—1 - 2x—1 -
3x*(2x—1)+8x(2x—1)+4(2x—1)
2x—1
Vagyis: (2x—1)(3x%*+8x+4)=6x3+13x—4

=(3x%+8x+4)
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Tovabb:
(3x%+8x+4) : (3x+2) = (x+2)
—(3x*+2x)
6x+4
— (6x+4)
000

igy: 6x3+13x—4 = (2x=1)(3x+2)(x+2)
Keressiik meg: P(x)=2x3—x?>-7x+6 gydkeit.

Mivel: P(1)=0 = (x—1)-gyel lehet osztani:
2x3-x2-7x+6 : (x=1)=2x*+x—-6 2x24+x—6 : (x+2)= 2x+3

2x3-2x? 2x2+4x
x>=7x+6 —3x—6
X2—=x —3x—6
—6x+6

Vegyuk észre: el6szor érdemes behelyettesiteni, éshaa b
akkor oszthatd!
Vigyazat, nem minden polinom irreducibil

ettesitett szam 0-at ad,

elynek nincs gyoke: x*+4.

Milyen maradékot ad A= uk 21%0+1-gyel?
1. Mo.:

(210041) | 29001 =
(2190+1)] 23%9+1

(2100+1) | 2200_1
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Milyen n-re lesz n®> + n* + 1 prim?

Mo.:

n=1=>N=3 =3
n=2=N=49 =77
n=3=N=325 =52-13
n=4=N=1281 =(3-7)-61
n=5=N= =112-31

Lathatd: n? + n + 1 szerepel mindben.
Prébaljuk meg ez alapjan szorzatta alakitani az eredeti polinomot!

-

119



Halmazelmélet — Mveletek halmazokkal

|. Hatvanyhalmaz
1) A hatvanyhalmaz |éte axioma

VA halmazhoz 3! P(A) halmaz - xe P(A)<xcA

Fogalmazzuk meg szavakkal, hogy mit is jelent ez a mondat.

irjuk fel a kdvetkez6 halmazok hatvanyhalmazat:

A={O; 4}

Ekkor: P(A)= P®; 4) ={{}; {©}; {4}; A}
B={2; 5, "}

Ekkor P(B)= P({2; 5; 6 ))=

2) Halmaz részhalmazainak szdma — vagyi$ a hatvanyhalmaz.szamossaga

a) Allitas: Egy 10 halmaznak ugyanannyi 6 elemii részhalmaza van, mint ahany 4
elemd.

b) Allitas: P (@)= 21, vagyisiegy A halmaz részhalmazainak szama: 24!

Bizonyitasat Teljes Indukciéval szoktak; A Pascal-haromszoggel is lattuk.
Egyelfogadhatd gondelatmenet (a T.l. része):

0,1,2,3 elemre lattuk.
Nézziink egy 4€lemd halmazt - hany részhalmaza van?
Nézzik pl. az els6 elemét —,a”.
Kétféle reszhalmaz van: aminek az ,,a” eleme, és aminek nem.
Hogy kapom meg ezt a kétféle részhalmaz tipust?
® Amiben nincs ,a” elem
Ha kiemelem az ,,a”, akkor a maradék 3 elemb6l az 6sszes részhalmazt
legyartom, vagyis azok szama 23.
e Amibenvan,ba” elem
Fogom az ,a” elemet, a maradék 3 elembdl az 6sszes részhalmazt
legydrtom, majd mindegyikbe beteszem az ,a”t— igy a szamuk Gjra 23.
e (Osszesen tehat 2:23=24 a négyelem(i halmaz részhalmazainak szdma
Es ezt a médszert barmeddig csindlhatjuk.
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Halmazmo{veletek

1) Halmazok Unidja—a ,vagy” mlivelet: pvq

Axioma: VA és B halmazhoz 3! AUB jel6lés( halmaz melyre igaz a kévetkez6:

x € AUB & (xe A v xe B)
Tulajdonsagok:
Kommutativ: AUB =
Asszociativ : AU(BUC)=
AUD=
AUA=
frd f6l: {0; 3;5} U {2;3;5;7}=

2) Halmazok Metszete —az ,,és” muvelet : pAq
Definicié: AnB:={xe A|xe B}
Szavakkal:

Tulajdonsagok:
Kommutativ: AmB=
Asszociativ : AN(BNC)=
ANA=
AND=
3) Tulajdonsagok, 6sszefliggések

e ACB & ANB=A
Szemléltetés

B)UC = xe (AMB) v. xe C.
ANB) = xe A és xeB =

2. xe C = xe (AUC) és xe (BUC) =
= xe (AUC) N(BUC)

Bo. D Jo.

xe (AUC)N(BLC)

A B

xe (AUC) és xe (BUC) = xe (AuC) N(BLC)

1. x¢ C=>xe€ A és xe B=>xe (AnB) =xe (ANB)uC

2. xe C=xe (AmB)uUC
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4) Halmazok kiilsnbsége A B
Def.: A\B:={xe A|x¢ B}
Szavakkal:
Konkrét példak:
A:={1;2;3;4;5} B:={2;4,;6}
A\B= B\A= A\A=
Tulajdonsagok

e ACB=A\B=UJ

o A\A=Q
o A\J=A
e A\B=A\(ANB)

e A\B=(AUB)\B

e (A\B)N(B\A)=&

5 vagy” — antivalencia m(velet: pcbq
I"

(de csak az egyikkel)
.. ,A delta B”)

Tulajdonsagok

*  (AUB)\(AnB)=(A\B)U(B\A)
AAB= BAA (kommutativ)
(AAB)AC=AA(BAC) (Asszociativ) HF
AA A=
AAD= TAA = A
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6) A Komplementer halmaz —, Tagaddas”
Def.: ACcH= A « :={xe H|xg A}=H\A

Szavakkal:

Példa ra: K={1;2;3;4,5,6,7;8;9;10}, L={2,4,6;8,10}

— i
Il

L =

All: Altalaban: ACH = A=A

Hi=Qés @ ,=H 0
A ,,De Morgan-azonossagok”
AUBH=Xm§H ~ _l(p\/q)= (_lp)/\ (_I

ANBu=AUB:x < —(pAg)=(—p) Vv

PAQ =(pAq) -p -q -pv-q

pvQ =(pva) -p -q =pA-=(Q
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7) A Descartes szorzat
a) Definicié
AxB:= {(a;b)e P (P (AUB) | acA AbeB}
Vagyis az az AxB pontosan azokbél a rendezett parokbdl all, melyek elsé6 tagja az A,
a masodik tajga a B eleme.
Példa ra: A={1;2}; B={1;3;5} AxB=
Tablazattal:

Abrébdl:

A\B)xB U (ANB)2 U (ANB)X(B\A)
nyitas: Csak szemléltetjiik. De.: Nyilvan a 3 halmaz diszjunkt!

d) A Descartes szorzat szamossaga
All.: |AxB|=|A|-|B|
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e) Gyakorlas

Toltsd fel a halmazokat az elemekkel
A={3; 5} B={0; 3; 4}

A B B A
ixﬁ Bxi

A={-1; 0; 2; 3} B={-1; 3, 5; 7; 9}. A Descartes sz : ; xB és a BxA
Minek (akar tobbnek) eleme a kovetkez6 rendeze :

(3;5)e (7;0) €
(0;,0) e (2;3) €
(-1;,-1) e

lll. A Logikai szita — Halmazok unidjanak szamossaga
1) Bevezets

Hany db. 6-tal v. 10-zel

2) Altalaban

A B
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3) Gyakorlasuk
a) Hany 5-tel v. 6-tal v. 9-cel oszthato 3 jegyl természetes szam van?

b) A 32lapos magyar kartydbdl hanyféleke
szamit) ugy, hogy legyen koztik
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IV. Vegyes gyakorlopéldak — érdemes rajzolni

Adjon meg az A={10;20;30} halmazhoz olyan B, C és D halmazt, amelyre igazak az
aldbbi 6sszefliggések!: AUB={10;20;30;40;50}; ANC={20}; A\D={}

Hatarozza meg A\B és a B\A halmazt, ha A={a;b;c;d} AUB={ a;b;c;d } és AnB={a;c}

Bizonyitsuk be, hogy az AUB; az AnB és a B\A halma
meghatarozhatd az A és a B halmaz.

Milyen kapcsolat J és AUB=A

rozz eg az A halmazt, ha AC A

All.: AcB=B cA
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e AUB={1;2;3;4;5;6}; A\B={2;4;6} AnB={1;3} Kell az A és B halmaz.

o All: |AmB|S%(|A|+|B|)

\ 4

I”

e * Hanyféleképpe azatb ,embertbaratjarol” gondolatot, ha

csak jobbra és | kra nem Iéphetiink.

m|ble|r|{t|blajr|a|t]]
blelr blajr|a|t]|j|a
e|r|t alr|lajt|jlalr
rit|blalr|a jlalr|o
t|{b]|a alt|jlalr|o]l
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Definicidk - fogalmak

1)

2)

Grafelmélet

Graf

A graf pontok és élek halmaza, ahol az élek pontokat kétnek dssze,
illetve az élekre pontok illeszkednek ugy, hogy V élre legalabb egy
és legfeljebb két pont illeszkedik.

pont = Vertex = szogpont = csucs

él = Edge

Parhuzamos él: Ha a graf valamely két csucsat egynél tobb él koti dssze, akker azt
tobbszoros élnek nevezziik. Ha G-ben e1=(p;q) és e2=(p;q) és ei1#€z, akkor tobbszorés,
parhuzamos élekrdl beszéllink. Pl.: (v1;ve) kétszeres él.

Hurok él: hurokélnek nevezziik az olyan élt,/amelynek a két, végpontjamtigyanaz.
e=(V4;V4).

Izolalt pont: olyan pont, amelybe egyetlen él sem fut'be: pl: va.

Fogalmak

Egyszer( graf: A parhuzamos és hurokél.

LAY

Véges graf: pontjainak szama veges

Teljes graf: egyszer( és minden pontbdl minden ponthoz vezet él.
Rajzolj egy négypontu teljes grafot!

Hany éle van egy n pontu, teljes grafnak?
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Komplementer graf: ha egy n pontu egyszerii G grafot kiegészitiink teljes graffa,
majd toroljik G éleit, akkor G graf G komplementer grafjat kapjuk.
Egészitsd ki szinessel teljes graffd, majd rajzold le mellé csak a komplementerét!

V4 vV 1 .V4

Vi

Va Va

Fokszam, fok: egy v ponthoz illeszkedd élvégek ¢(v) szamat a v
nevezzik

ird f6l a csticsokhoz a
fokszamokat!

o(V1)=

pontjabdl bar
lehet jutni.

By
7

s élek kdlcsonosen

Osszefiged graf Nem osszafiggd grafl
illeszkedéstartdan
, . 3
1 és Gy izomorfak. Gt
értelemben metsz§ 9
s W,
nem csucspont. + G2
v
7
¥

egy vele izomorfot!

g

W, T v
5 2 ¢ 10
[ ]
[ ]



Grafok tulajdonsagai

1)

2)

Az izomorfia vizsgalata o

El6sz6r mindig célszer( a pontok szama, aztan az élek De_/eF

szama, aztan a fokszamok szerint szlrni. Most minden ¢

graf 7 pontu és 6 élU, igy ez nem segit, de nem tart

sokaig megszamolni, és hatha... Aztan minden grafban ap o

soroljuk a fokszamokat: N\ s, >_‘\<
B C

Gi:(1,1,1,2,2,2,3) Ga:

Gs: Gs:

Tehat fokszam szerint igazabadl kétfélék.
Gi:(1,1,1,2,2,2,3); G: G:
G: G:

Elszamok, fokszamok

a) Mennyi egy n pontu teljes graf éleinek szama?

\ 4

b) Paritas a grafokban
Allitas: v grafban

an paros a paratlan fokud pontok szama.

zege az élek erese, igy a fokszamok osszege

as: Egy tdrsasagban van két olyan ember, aki ugyanannyi embert ismer (ott.)

Vagyis: A legalabb 2 pontot tartalmazé egyszerii grafnak 3 2 azonos foku pontja.
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c) Egy 6 pontu egyszerl grafban miért nem lehetséges a kovetkezd fokszamsorozat?
e 5:3;3;2;2;1

e 5:3:3:2:2;,0

e 5:53:3:1;1

d) * Az OsszefliggGség
e *Allitds: n pontu egyszer( grafban az 6ssz o ( Oltétele: n-1 él.

o * Allitds: Az dsszefligglség e egyszerl 2n pontu grafban:

Minden pont foka

n
egy n pontu egyszerd grafban ( ) j+1 él van legaldbb, akkor az
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3) Komplementer grafok

a) Rajzoljuk meg az 6sszes 5 pontu, 7 élt tartalmazé egyszerl grafot (izomorfia
erejéig!)

b) * All.: 6 ember koziil biztos 3 3 olyanj.aki ismeri egyma gy 3 olyan, aki nem
ismeri egymast!

Atfogalmazva grafokra:

(vonal): Ha a G graf éleinek {a1;a2}{az;as}...{an-1;an} sorozatdban az élek
ismétlédnek, akkor G-nek e pont- és élsorozat alkotta részgrafjat G
onalanak nevezziik. Tartsuk figyelemben, hogy a csucsok ismétl6dhetnek!
evezzuk el a csucsokat, és irjunk fel egy vonalat!

{v”1 ;v”z }{V”z ;Vns }{v”3 ;V”4 }“'{V”m—l ;V"m }

Vonal
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Zart grafvonal: az el6bbi definicional ha a vonalnal:

CHETAS LCAETN T RN B U O
1

'm

Kor: olyan zart grafvonal, ahol minden él és csucs csak

egyszer szerepel, kivéve a kiindulasi csucsot, mert egyben . c
az az utoljdra érintett csucs is. (Mondhatni ugy is, hogy a cél @

ugy visszajutni a kezd6pontba, hogy minden élt és minden Kor B
mas csucsot csak egyszer érintsiink, tehdt egy specialis
vonal.)
Ha egy zart grafvonalban minden csucs foka kettd, akkor a zart grafvonalat kornek
nevezzik.
Fa: olyan Osszefliggé graf, amelyben nincs kor. ,/\,.
7

5 falut utak kotnek 6ssze az dbran lathaté modon.
e V3-bdl Va-be hanyféle mdédon lehet eljutni, ha

egy Uton csak egyszer jarhatunk?
Vi
e Vi-bdl V3-ba hanyféle mdédon lehet eljutni, ha

egy uton csak egyszer jarhatunk?

3

Vs

e < Adj meg olyan  két lezarast, hogy egy falu
teljesen magara maradjon.

Vi
e Adj meg olyan két lezarast, egy falu se
maradjon teljesen magara, de mégse lehessen 3

barmelyikbdl barmelyikbe eljutni!

Vy
4
V.

Vv
e Maximum hdny utat lehet lezarni, hegyr"meég y
mindegyikb6l mindegyikbe el lehessen jutni? 1
Vv

llyen példaul a csalddfa is. . ,7 \
b) Gyakorlas \)’/‘\/’ < E
Vy
v
v
Vy
v

=

-
5
Vs
Vs
Vs
Vs
Vy
5
3
Vs
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lll. Gyakorlas
1) Térképbdl graf
Egy foly6 északnyugatrdl délnek folyik. Szigetet és azon belil is szigetet képeztek ki. A
nyilak a hidakat jel6lik, melyek vége mutatja, miket kotnek 6ssze. A hidak alatt van
atjdras.
Szemléltessiik graffal a térképet!

2) FG6bb kritériumok fokszamokra egyszer( grafokban
a) Ha lehetséges, rajzolj egy olyan hat pontu eg
fokszamai — Figyelem — ha rajzolsz, mindig a legnagyo

® 4,3,4,5,5;4 5;3;4;0;1,2

\ 4

y csucsainak
kszammal kezdd!

’ I2I21212

Oksége 10 f6bdl all. A hetenkénti tandcskozas el6tt néhanyan kezet
, néhanyan nem. A DOK tanardsszekdtSje hetente feljegyezte minden
al, hany masikkal fogott kezet. Mely heteknél tévedett biztosan?
3;4,6;7;6,9;5;8;,7;4
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e 2:2;1;1;1;1;1;1;1;9

e 0:;1;2;2;3;4,4,5;6,9?

e 9:6;4,9;6;9;8;9;9; 37 :

okszamok: 2;1;3;2;

c) Rajzoljolyan nég egysz afot, melyb
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d) Egy 8f6s, uton bandukold csoportot bevisz a rend6rség kihallgatasra. Megkérdezik,
melyik hany masikkal ismeri egymdst kozulik. A tolmacs a kovetkez6ket mondja:
7;2;7;7;4;3;5;3. Sumakol-e valaki?

KOVETKEZMENY: Ha egy n pontu egyszer(
akkor az 6sszes tobbi pont fokszama legaldb

Szerkesztette: Vizhanyo Zsolt Sch.P. ©
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